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APERTURA 

                                                                                  MARÍA CECILIA CONTI1 

 

Buenas tardes, 

En primer lugar, queremos agradecerles a todos los aquí presentes por haberse 

acercado a la Academia y sobre todo un agradecimiento muy especial al Dr. Martín 

Idiart y sus colaboradores por este Seminario que promete ser muy interesante y 

constituye un aporte muy valioso a las actividades del ECAMAT. A todos ustedes, 

una cordial bienvenida. 

Queríamos comentarles estamos muy contentos porque hoy iniciamos nuestro 

Segundo Ciclo de conferencias del presente año. Y nada menos que con este grupo de 

profesionales tan destacado y de un espectro de disciplinas tan abarcativo. Y como 

mucho de ustedes saben, y en esto quiero hacer hincapié porque constituye uno de 

los principales objetivo del ECAMAT, hemos planteado este espacio como un lugar 

de intercambio de ideas y opiniones entre profesionales, científicos y tecnólogos con 

el propósito de favorecer los vínculos entre especialistas de diversas áreas 

promoviendo el conocimiento en el área de los fenómenos de transporte en calor y 

materia.  

Ahora sí, sin quitarles más tiempo, damos comienzo a esta jornada.  

El Dr. Idiart estará  a cargo de la apertura del Seminario y nos brindará una 

introducción a la teoría de la homogenización. Luego el Ing. Ignacio Curto nos 

presentará el tema relacionado con el transporte iónico en electrolitos sólidos 

microestructurados.  

Pasaremos a una pausa y comenzaremos la segunda parte del Seminario con unas 

palabras homenaje al Dr. Roberto Gratton a cargo del Ing. Juan Carlos Ferreri para 

luego continuar con el Ing. Cristian Bottero y su trabajo en propiedades 

piezoeléctricas de ferrocerámicos microestructurados.  

Finalizaremos con la exposición del Ing. Juan Nervi sobre deformación plástica en 

materiales policristalinos con microporosidad presurizada.  

Permítanme una vez más agradecerles a todos ustedes por la participación y desde 

ECAMAT les deseamos una agradable jornada.  

 

                                                           
1 Ingeniera. CNEA. mconti@cnea.gov.ar 
 

mailto:mconti@cnea.gov.ar


BREVE INTRODUCCI ÓN A LA TEOR ÍA DE HOMOGENIZACI ÓN

Por MART ÍN I. IDIART 1

Resumen:

La teorı́a de homogenización provee un formalismo matemático que permite relacionar de
manera rigurosa las propiedades macroscópicas de los materiales con sus propiedades mi-
croscópicas y microestructurales subyacentes. Se ofreceaquı́ una breve introducción a la
teorı́a a través de su aplicación al problema de transferencia de calor.

Abstract:

The theory of homogenization provides a mathematical formalism that allows relating in a
rigorous manner the macroscopic properties of materials with their underlying microscopic
and microstructural properties. A brief introduction to the theory is presented here through
its aplication to the problem of heat transfer.

1 Introducci ón

A escala macroscópica, la mayor parte de los materiales de uso tecnológico parecen es-
pacialmente homogéneos. Sin embargo, a una escala inferior —tı́picamente del orden de los
micrómetros— casi todos ellos exhiben complejas microestructuras conformadas por múlti-
ples fases quı́micas. Piénsese, por ejemplo, en los acerosduales constituı́dos por una fase
ferrı́tica y otra martensı́tica, en los hormigones constituı́dos por un agregado y un aglome-
rante, en los elastómeros compuestos constituı́dos por una matriz polimérica reforzada con
partı́culas duras, o en espumas metálicas constituı́das por una matriz metálica y poros. El
comportamiento manifestado por estos materiales a escala macroscópica es pues una conse-
cuencia del comportamiento propio de cada una de sus fases constitutivas y de la distribución
espacial de las mismas. La teorı́a de homogenización provee un formalismo matemático que
permite relacionar de manera rigurosa las propiedades macroscópicas de los materiales con
sus propiedades microscópicas y microestructurales subyacentes.

Existen múltiples razones por las cuales resulta de sumo interés establecer relaciones
entre propiedades macroscópicas y microscópicas. En primer lugar, tales relaciones multies-
cala permiten cualificar y cuantificar el rol que juegan las diversas caracterı́sticas microscópi-
cas en el comportamiento macroscópico e identificar ası́ sistemas materiales con propieda-
des deseadas u optimizadas. En segundo lugar, el contar con relaciones multiescala facilita
la descripción de respuestas complejas difı́ciles de describir de manera puramente fenome-
nológica. Es el caso de las respuestas hereditarias —talescomo la elastoplasticidad y la
ferroelectricidad— y de las respuestas dependientes de propiedades microestructurales que
evolucionan en el tiempo, ya sea como consecuencia de fenómenos internos —tales como
reacciones quı́micas— o externos —tales como la irradiaci´on neutrónica.

1Dr. Ing. Departamento de Aeronáutica, Facultad de Ingenierı́a, Universidad Nacional de La Plata – Con-
sejo Nacional de Investigaciones Cientı́ficas y Técnicas.martin.idiart@ing.unlp.edu.ar
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La presente contribución ofrece una breve introducción ala teorı́a de homogenización
a través de su aplicación al problema de transferencia de calor. La descripción matemática
del problema a homogenizar se presenta en la Sección 2 y la homogenización propiamente
se presenta luego en la Sección 3. La Sección 4 provee, a modo de ejemplo, expresiones
explı́citas para la conductividad térmica homogenizada de dos clases especı́ficas de materiales
heterogéneos, y, finalmente, la Sección 5 concluye la presentación con algunos comentarios
finales. El lector interesado en exposiciones más detalladas de la teorı́a puede consultar las
obras de Braides y Defranceschi (1998), Cioranescu y Donato(2000) y Milton (2002).

2 Transferencia de calor

Considérese un elemento estructural hecho de un material heterogéneo compuesto por
N fases quı́micamente diferenciadas capaces de conducir calor siguiendo la ley de Fourier.
Dicho elemento ocupa cierto dominioΩ ⊂ R

3 que puede expresarse como la unión de los
dominiosΩ(r) (r = 1, ..., N) ocupados por cada una de las fases constitutivas de suerte
queΩ = ∪N

r=1Ω
(r). La distribución espacial de las distintas fases, omicroestructura, puede

describirse formalmente mediante funciones caracterı́sticas definidas por

χ(r)(x) =

{
1 si x ∈ Ω(r)

0 caso contrario,
(1)

dondex indica el vector posición de cada partı́cula del elemento estructural respecto a un
sistema de referencia. Luego, la conductividad térmica del elemento estructural puede expre-
sarse en términos de las conductividades térmicask(r) de cada una de las fases y del vector
posición como

k(x) =

N∑

r=1

χ(r)(x) k(r). (2)

Para simplificar la exposición consideraremos el caso en que la temperatura en todo el bor-
de del elemento estructural se mantiene constante mientrasopera una distribución continua
de fuentes y sumideros de calor dentro del elemento, la cual es independiente de la microes-
tructura. Más aún, asumiremos condiciones estacionarias. Las ecuaciones de transferencia de
calor para este caso son

∇ · q(x) = h(x) enΩ, (3)

q(x) = −k(x)∇T (x) enΩ, (4)

T (x) = 0 en∂Ω, (5)

donde∇ es el operador diferencial nabla,∂Ω el borde del elemento estructural,q el vector
flujo de calor,T la temperatura yh la distribución de intensidades de las fuentes/sumideros.
Por conveniencia, el valor de la temperatura en el borde del elemento se ha fijado en cero.
Asumiremos que la distribuciónh(x) es tal que la distribución de temperatura en el elemento
es una función continua y acotada enH1(Ω).

Evidentemente, la distribución de temperatura dentro delelemento estructural depende de
la microestructura del material a través de las funciones caracterı́sticas (1). Tı́picamente, estas
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funciones oscilan de manera muy complicada e inducen similares oscilaciones en el flujo de
calor y en la distribución de temperatura. El perı́odo de estas oscilaciones está gobernado por
la talla caracterı́stica de las heterogeneidades del material. En la práctica, dicha talla suele ser
mucho menor que la talla caracterı́stica del elemento estructural. Piénsese, por ejemplo, en
una viga metálica con dimensiones caracterı́sticas del orden del metro, cuya microestructura
está compuesta por granos monocristalinos y partı́culas de segundas fases con dimensiones
caracterı́sticas del orden del micrométro.

3 Homogenizacíon

La teorı́a de homogenización permite derivar de manera rigurosa un problema aproxima-
damente equivalente al problema definido por las ecuaciones(3)-(5) pero con una conductivi-
dad térmica homogénea que no depende de la posición. El primer paso en la homogenización
de un problema consiste en identificar unelemento de volumen representativodel material
original que posea las principales caracterı́sticas microestructurales del mismo. Este elemento
representativo puede ser tan complicado como se requiera. Luego, se asume que el elemen-
to estructural en su totalidad consiste en una distribución periódica de dicho elemento de
volumen, y se evalúa la solución del problema estructuralen el lı́mite cuando la relación en-
tre el perı́odo microestructural y la talla caracterı́stica del elemento estructural tiende a cero
—véase la figura 1.

Formalmente, seak(x) una conductividad térmica periódica cuya celda unitariaΩ# co-
rresponde al elemento de volumen representativo, y seakε(x) = k(x/ε) una sucesión de
conductividades parametrizada porε. La talla de la celda unitaria asociada a cadakε(x) es
puesε|Ω#|. Es decir que el perı́odo de oscilación espacial de las conductividadeskε(x) decre-
ce conforme decrece el parámetroε. Para cada valor deε, el flujo de calor y la distribución de
temperatura dentro del elemento estructural son soluciónde las ecuaciones de transferencia
de calor

∇ · qε(x) = h(x) enΩ, (6)

qε(x) = −kε(x)∇T ε(x) enΩ, (7)

T ε(x) = 0 en∂Ω. (8)

Evaluar la solución de este sistema de ecuaciones diferenciales en el lı́miteε → 0 no es trivial.
Para ello se han propuestos diversas herramientas matemáticas. En este trabajo utilizaremos
la denominadaconvergencia en dos escalaspropuesta por Allaire (1992). Esta herramienta
se apoya en un teorema que establece que toda sucesión de funciones acotadas en un deter-
minado espacio funcional converge en dos escalas a una función lı́mite y, más aún, que la
sucesión de los gradientes correspondientes también converge en dos escalas a un gradiente
lı́mite. La definición de convergencia en dos escalas es la siguiente:

Definición. Una sucesión de funcionesT ε(x) ∈ L2(Ω) converge en dos escalasa un lı́mite
T 0(x,y) ∈ L2(Ω× Ω#) si satisface la igualdad

ĺım
ε→0

∫

Ω

T ε(x)ϕ(x,x/ε) dx =

∫

Ω

〈T 0(x,y)ϕ(x,y)〉 dx, (9)
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Figura 1: Transferencia de calor en un elemento estructuralheterogéneo: proceso de homogenización.

donde

〈f(y)〉 =
1

|Ω#|

∫

Ω#

f(y) dy, (10)

para toda función suaveϕ(x,y) Ω#-periódica eny.

La convergencia en dos escalas significa pues que una sucesi´on de funciones deuna sola
variable espacialT ε(x) converge — en el sentido de la igualdad (9)— a una función lı́mite
T 0(x,y) dedosvariables espaciales. Nótese que la operación (10) arroja el valor promedio
de una función sobre la celda unitariaΩ# asociada a la periodicidad de las funcionesϕ en la
segunda variable.

Con esta definición formal de convergencia en dos escalas, el teorema arriba mencionado
puede enunciarse de la siguiente manera:

Teorema.SeaT ε(x) una sucesión acotada enH1(Ω). Luego,T ε(x) converge en dos esca-
las a un lı́miteT 0(x) ∈ H1(Ω) y ∇T ε(x) converge en dos escalas a un lı́mite∇T 0(x) +
∇yT

1(x,y) conT 1(x,y) ∈ L2[Ω;H1
#(Ω#)].

Nótese que, de acuerdo a este teorema, el lı́mite de la sucesión de gradientes deT ε(x) no esel
gradiente del lı́mite de la sucesión deT ε(x). En efecto, mientras que la sucesión de funciones
T ε(x) converge en dos escalas a una funciónT 0(x) de una sola variable espacial, la sucesión
de gradientes∇T ε(x) converge en dos escalas a una función vectorial∇T 0(x)+∇yT

1(x,y)
de dos variables espaciales, conT 1(x,y) Ω#-periódica eny.
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Este teorema permite evaluar la solución del problema definido por las ecuaciones (6)-(8)
en el lı́miteε → 0. Para ello, comenzamos por escribir el problema en su formulación débil:

∫

Ω

{∇ · [kε(x)∇T ε(x)] + h(x)}ϕ(x) dx = 0 ∀ϕ(x) ∈ H1
0 (Ω). (11)

Vale decir, la distribución de temperaturaT ε(x) que anula la integral para toda funciónϕ(x)
perteneciente al espacio funcionalH1

0 (Ω) es aquella que satisface el sistema de ecuaciones di-
ferenciales (6)-(8). Utilizando el teorema de la divergencia y el hecho de que la conductividad
térmicakε(x) es un tensor simétrico, la ecuación (11) puede escribirsecomo

∫

Ω

∇T ε(x) · kε(x)∇ϕ(x) dx =

∫

Ω

h(x)ϕ(x) dx ∀ϕ(x) ∈ H1
0 (Ω). (12)

En vistas de que esta igualdad debe cumplirse para toda funciónϕ(x) ∈ H1
0 (Ω), debe cum-

plirse para la subclase de funciones

ϕ(x) = ϕ0(x) + εϕ1(x,x/ε), (13)

donde las funcionesϕ1 sonΩ#-periódicas en la segunda variable. El gradiente de esta clase
de funciones está dado por

∇ϕ(x) = ∇ϕ0(x) +∇yϕ1(x,x/ε) + ε∇xϕ1(x,x/ε), (14)

donde∇x y ∇y denotan el gradiente parcial de la funciónϕ1 respecto a la primera y a la
segunda variable, respectivamente. Nótese que, como consecuencia de la regla de la cadena,
el gradiente∇xϕ1 está multiplicado porε pero no ası́ el gradiente∇yϕ1. Nótese también que
la periodicidad de las funcionesϕ1 es la misma que la de la conductividadkε(x) del medio.
Introduciendo la expresión (13) en la expresión (12) obtenemos

∫

Ω

∇T ε(x) · k(x/ε) [∇ϕ0(x) +∇yϕ1(x,x/ε) + ε∇xϕ1(x,x/ε)] dx =
∫

Ω

h(x) [ϕ0(x) + εϕ1(x,x/ε)] dx, (15)

que en el lı́miteε → 0 implica la igualdad

ĺım
ε→0

∫

Ω

∇T ε(x) · k(x/ε) [∇ϕ0(x) +∇yϕ1(x,x/ε)] dx =

∫

Ω

h(x)ϕ0(x) dx. (16)

De acuerdo al teorema arriba mencionado, la sucesión de temperaturasT ε(x) converge en
dos escalas a un lı́miteT (x), y la sucesión de gradientes∇T ε(x) converge en dos escalas a
un lı́mite∇T (x) +∇yT

′(x,y) conT ′(x,y) Ω#-periódica en la segunda variable. Luego, en
vistas de quek(y) y ϕ1(x,y) sonΩ#-periódicas eny, la igualdad (16) implica que
∫

Ω

〈[
∇T (x) +∇yT

′(x,y)
]
· k(y) [∇ϕ0(x) +∇yϕ1(x,y)]

〉
dx =

∫

Ω

h(x)ϕ0(x) dx, (17)
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donde se ha evaluado el lı́mite. Resta determinar las funciones lı́mitesT (x) y T ′(x,y). Para
ello, escribimos esta última igualdad como

∫

Ω

〈
k(y)∇y

[
∇T (x)y + T ′(x,y)

]
· [∇ϕ0(x) +∇yϕ1(x,y)]

〉
dx =

∫

Ω

h(x)ϕ0(x) dx, (18)

donde se ha utilizado una vez más la simetrı́a de la conductividad térmicak. Luego, denotan-
do

T (x,y) = ∇T (x)y + T ′(x,y) y q(x,y) = −k(y)∇yT (x,y), (19)

la igualdad (18) puede escribirse como
∫

Ω

[〈q(x,y)〉 · ∇ϕ0(x) + 〈q(x,y) · ∇yϕ1(x,y)〉+ h(x)ϕ0(x)] dx = 0. (20)

Finalmente, integrando por partes se obtiene
∫

Ω

[∇ · 〈q(x,y)〉 − h(x)]ϕ0(x) dx +

∫

Ω

〈∇y · q(x,y) ϕ1(x,y)〉dx = 0. (21)

El hecho de que esta igualdad deba cumplirse para toda funci´onϕ0 y para toda funciónϕ1

implica dos sistemas de ecuaciones para las distribucionesde temperatura macroscópicaT (x)
y microscópicaT (x,y) que se describen a continuación.

Distribuci ón de temperatura microsćopica. En virtud de las identidades (19) y del hecho
de que la igualdad (21) deba cumplirse para toda funciónϕ1 se deduce que la distribución de
temperatura microscópica dentro de cada celda unitaria essolución del sistema de ecuaciones

∇y · q(x,y) = 0 enΩ× Ω#, (22)

q(x,y) = −k(y)∇yT (x,y) enΩ× Ω#, (23)

T (x,y) = ∇T (x) · y + T ′(x,y) enΩ× Ω#, (24)

T ′(x, ·) Ω#-periódica. (25)

Este sistema de ecuaciones describe un problema de transferencia de calor a través de un
medio heterogéneo periódico e infinitamente extenso sujeto a un gradiente de temperatura
macroscópico∇T (x). Nótese que este problema local debe integrarse en la variable espacial
y solamente y que no depende explı́citamente de las fuentes decalor ni de las condiciones de
borde presentes en el problema original definido por las ecuaciones (6)-(8).

La linealidad del sistema implica que la funciónT ′(x,y) depende linealmente de∇T (x).
En consecuencia, el gradiente de temperatura microscópico puede escribirse en términos del
gradiente de temperatura macroscópico como

∇yT (x,y) = ∇T (x) +∇yT
′(x,y) = A(y)∇T (x), (26)
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dondeA(y) es un tensor de concentración que depende exclusivamente de la conductividad
térmica microscópicak(y) y del vector posicióny dentro de la celda unitaria. De la misma
manera, el flujo de calor microscópico puede escribirse como

q(x,y) = −k(y)A(y)∇T (x). (27)

Distribuci ón de temperatura macrosćopica.La periodicidad de la funciónT ′(x,y) implica
que

〈∇yT
′(x,y)〉 = 0 ⇒ 〈∇yT (x,y)〉 = ∇T (x). (28)

Vale decir, el gradiente de temperatura macroscópico en unpuntox del elemento estructural
es igual al promedio volumétrico local del gradiente de temperatura microscópico asociado
a dicho punto. Por otro lado, el promedio local del flujo de calor microscópico (27) puede
escribirse como

〈q(x,y)〉 = −〈k(y)A(y)〉∇T (x). (29)

Esta igualdad representa una ley de Fourier macroscópica uhomogenizada del material hete-
rogéneo. En efecto, el promedio del flujo de calor microscópico representa el flujo de calor
macroscópicoq(x) y el tensor que relaciona dicho flujo con el gradiente de temperatura
macroscópico representa una conductividad térmica macroscópicãk:

q(x) = 〈q(x,y)〉 y k̃ = 〈k(y)A(y)〉. (30)

Finalmente, en virtud de las igualdades (30) y del hecho de que la igualdad (21) deba cum-
plirse para toda funciónϕ0 se deduce que la distribución de temperatura macroscópica en el
elemento estructural es solución del sistema de ecuaciones

∇ · q(x) = h(x) enΩ, (31)

q(x) = −k̃∇T (x) enΩ, (32)

T (x) = 0 en∂Ω. (33)

Este sistema de ecuaciones describe un problema de transferencia de calor a través de un ele-
mento estructuralhomoǵeneocon conductividad térmicãk sujeto a una distribución continua
de fuentes y sumideros con intensidadh(x) y una temperatura constante e igual a cero en
todo el borde del elemento. Este sistema debe integrarse en la variable espacialx. En conse-
cuencia, la homogenización aproxima el problema originaldefinido por las ecuaciones (6)-(8)
con coeficientes fuertemente oscilantes por dos problemas acoplados definidos en dos esca-
las espaciales separadas. Nótese que la conductividad térmica k̃ dada por la expresión (30)2

no depende de las fuentes de calor ni de las condiciones de borde presentes en el problema
macroscópico. Este tensor puede considerarse pues una propiedad constitutiva del material
homogenizado.

Conductividad térmica macrosćopica u homogenizada.A diferencia del flujo de calor y
del gradiente de temperatura, la conductividad térmica macroscópicano es igualal simple
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promedio volumétrico de las conductividades microscópicas sino a un promedio ponderado
(30)2. Este promedio puede reescribirse como

k̃ =

N∑

r=1

c(r)k(r)A(r), (34)

dondec(r) = 〈χ(r)(y)〉 es la fracción volumétrica de la faser y A(r) = 〈χ(r)(y)A(y)〉 es el
promedio volumétrico del tensor de concentraciónA(y) sobre dicha fase. Nótese que estas
magnitudes satisfacen las igualdades

N∑

r=1

c(r) = 1 y
N∑

r=1

c(r)A(r) = I, (35)

dondeI denota el tensor identidad.
La determinación de la conductividad macroscópica se reduce pues a la determinación

de losN tensores de concentraciónA(r) asociados a cada fase constitutiva del elemento
de volumen representativo. Esto último requiere resolverel problema de transferencia de
calor microscópico definido por las ecuaciones (22)-(25).En la práctica, este problema suele
resolverse mediante el uso de técnicas numéricas tales como el método de los elementos
finitos o el método de transformada rápida de Fourier. Sin embargo, en muchas ocasiones
la microestructura real puede idealizarse con suficiente precisión como una microgeometrı́a
tal que el problema de transferencia de calor microscópicopueda ser resuelto de manera
analı́tica. En ese caso se dice que la microgeometrı́a es “resoluble”. En la sección siguiente
se dan dos ejemplos de este tipo de modelos de particular importancia para la ciencia y la
técnica.

4 Ejemplos

A modo de ejemplo, en esta sección se consideran dos tipos demateriales bifásicos com-
puestos por fases isótropas con conductividadesk(r) = k(r)I (r = 1, 2).

4.1 Materiales estratificados: laminado bif́asico

Un laminado bifásico es un elemento de volumen representativo en el que dos fases se
disponen en láminas planas con un vector normaln común —véase la figura 2a—, muy utili-
zado para modelar materiales estratificados. Esta microgeometrı́a posee isotropı́a transversa
alrededor de la direcciónn. Luego, si las conductividades térmicas de las fases son isótropas,
la conductividad térmica del laminado es isótropa transversa. En este caso, puede demos-
trarse que el gradiente de temperatura microscópico (26) debe ser constante por fase y los
tensoresA(r) pueden calcularse de manera analı́tica —véase, por ejemplo, Milton (2002). La
conductividad térmica macroscópica resultante está dada por

k̃ = k̃n n⊗ n+ k̃t (I− n⊗ n), (36)

donde

k̃n =

(
c(1)

k(1)
+

c(2)

k(2)

)−1

y k̃t = c(1)k(1) + c(2)k(2) (37)

13



a) b)

Figura 2: Algunas microestructuras: a) laminado, b) ensamblaje de esferas.

representan las conductividades del laminado en las direcciones normal y transversal a las
láminas. En estas expresiones,c(r) y k(r) denotan la concentración volumétrica y la con-
ductividad térmica de cada fase. Las conductividades macroscópicas normal y transversal
corresponden pues al promedio armónico y aritmético, respectivamente, de las conductivida-
des locales. Esto es consecuencia de que en el primer caso lasláminas se combinan en serie
mientras que en el segundo lo hacen en paralelo. Si una de las fases es térmicamente aislante,
la conductividad normal del laminado es nula pero la conductividad transversal permanece
finita.

4.2 Materiales con dispersíon de segunda fase: ensamblaje de esferas

El “ensamblaje de esferas” es un elemento de volumen representativo, originalmente pro-
puesto por Hashin & Shtrikman (1962), muy utilizado para modelar materiales con dispersio-
nes de segundas fases. Consiste en un conjunto infinito de esferas compuestas homotéticas
de todos los tamaños posibles que llenan completamente el elemento de volumen —véase la
figura 2b. En este caso, los tensoresA(r) pueden calcularse de manera analı́tica a partir del
analı́sis de una sola esfera compuesta —véase, por ejemplo, Milton (2002). La conductividad
térmica macroscópica resultante está dada por

k̃ = k(1) +
3k(1)(k(2) − k(1))c(2)

3k(1) + (k(2) − k(1))c(1)
, (38)

donde la matriz ha sido identificada como la faser = 1 y las inclusiones como la faser = 2.
Este resultado es independiente de la posición especı́ficade cada esfera, de manera que pue-
de considerarse representativo de materiales con una dispersión aleatoria y polidispersa de
inclusiones de segunda fase. Nótese que la expresión (38)se reduce a las conductividades de
cada fase en los lı́mitesc(1) = 1 − c(2) = 1 y c(2) = 1 − c(1) = 1. En consecuencia, este mo-
delo predice que las inclusiones percolan al ocupar una concentración volumétrica del ciento
por ciento. De cualquier modo, las predicciones arrojadas por este modelo pueden diferir
notoriamente del simple promedio volumétrico de las conductividades locales, aproximación
comunmente denominada “regla de las mezclas”, siendo la diferenciación más notoria confor-
me aumenta el contraste constitutivo entre las dos fases. Enel caso de un material compuesto
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por inclusiones térmicamente aislantes (k(2) = 0) la expresión (38) se reduce a

k̃ =
1− c(2)

1 + c(2)/2
k(1), (39)

mientras que en el caso de un material compuesto por inclusiones idealmente conductoras
(k(2) → ∞) la expresión se reduce a

k̃ =
1 + 2c(2)

1− c(2)
k(1). (40)

5 Comentarios finales

La teorı́a de homogenización en sus formulaciones más generales permite estudiar una
amplia gama de respuestas materiales de diversa complejidad. El problema de la transferencia
de calor considerado en esta contribución es probablemente el más sencillo. La aplicación de
la teorı́a de homogenización a dos problemas complejos queinvolucran respuestas materiales
no lineales es precisamente el objeto de las contribucionesque se presentan a continuación.

Apéndice: espacios funcionales

Los espacios funcionales utilizados en las derivaciones son

• L2(Ω) =
{
T (x) | T : Ω → R ∧ T (x) es medible∧

∫
Ω
T (x)2dx < ∞

}

• L2(Ω× Ω#) = {T (x,y) | T : Ω× Ω# → R ∧ T (x,y) es medible∧∫
Ω

∫
Ω#

T (x,y)2dydx < ∞
}

• H1(Ω) = {T (x) | T (x) ∈ L2(Ω) ∧ ∂T/∂xi(x) ∈ L2(Ω), i = 1, 2, 3}

• H1
0(Ω) = {T (x) ∈ H1(Ω) | T (x) = 0 on ∂Ω}

Reconocimientos.Este trabajo fue parcialmente financiado por la UniversidadNacional de
La Plata a través del proyecto I-2013-179 “Determinaciónde correlaciones microestructura-
macropropiedades en materiales heterogéneos mediante m´etodos multiescala”.
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In Memoriam 

 

Dr. Roberto Gratton   

El Dr. Roberto Gratton, quien fuera colega y amigo, 

falleció el 7 de noviembre de 2014, día del cierre de la XIII 

versión de la reunión Fluidos realizada en el IFAS, 

UNCPBA en Tandil, la que él cofundara. Aun cuando 

estaba jubilado desde hacía ya un par de años, él siguió 

sus tareas con nuevas ideas y pensando siempre en el 

desarrollo profesional de quienes lo rodeaban. Porque así 

era Roberto: imaginaba, creaba, convocaba, trabajaba codo 

a codo, y luego, cuando ya el proyecto y la gente había 

madurado lo suficiente, dejaba que otros así formados 

pudieran continuar y progresar con el mismo, para 

dedicarse a buscar una nueva vacancia o una nueva 

necesidad ya sea en el ambiente científico como 

institucional.  

Roberto fue hijo de un destacado astrofísico italiano que vino a nuestro país y 

desarrolló parte de su trabajo en los observatorios de Córdoba y La Plata, donde pasó 

parte de su infancia. Volvió posteriormente a Italia, donde completó sus estudios 

doctorales en la Universidad de Roma y mantuvo siempre profundos vínculos 

afectivos con esa Universidad. Sus trabajos en confinamiento inercial de plasmas por 

láser para producir fusión nuclear controlada le ganaron reconocimiento 

internacional en un área en aquél entonces incipiente. Decide volver a la Argentina. 

Su retorno, no exento de dificultades y problemas, que él nunca mencionaba, fue 

gran parte debido a su deseo de contribuir al progreso de la ciencia en nuestro país. 

Luego de su retorno, se desempeñó como profesor en la Universidad de Buenos Aires 

donde dirigió el trabajo experimental del Laboratorio de Física del Plasma de la 

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la UBA, actualmente INFIP, un 

instituto del CONICET. Allí formó un importante número de discípulos, muchos de 

los cuales irían con él a Tandil, donde se radicó en 1981. En ese momento se deseaba 

promover de esta manera el desarrollo de laboratorios de investigación en Física en 

la Facultad de Ciencias Exactas. Como parte de esa iniciativa se construyó en 1983 

un edificio y creó y dirigió el centro de investigación, que hoy se denomina Instituto 

de Física Arroyo Seco (IFAS). A partir de entonces su compromiso y voluntad de 

trabajo se encaminaron a desarrollar y apoyar una amplia serie de acciones en los 

varios cargos que ocupó dentro de la Universidad. Entre estos cargos podemos 

mencionar los siguientes de manera casi cronológica y no exhaustiva: a) Director del 

Departamento de Física de la FCEx (1987-1992), b) Decano de la FCEx (1992-1998), 

c) Secretario de Ciencia, Arte y Tecnología de la UNCPBA (2001-2006), d) Consejero 

Superior (2007-2008), y e) desde 1988 a 1999 integró el Directorio de la Comisión de 

Investigaciones Científicas de la Provincia de Buenos Aires. Desde 1974 fue 

miembro de la Carrera del Investigador del CONICET, donde llegó a ser 

Investigador Superior. 

Pero más allá de los cargos que desempeñó, fue la cantidad de iniciativas e impacto 

de las mismas lo que caracterizó su actividad. Algunas de éstas son las siguientes:1) 

Fundó y dirigió el actual IFAS-UNCPBA (1990-1998); 2) Fue mentor de varias líneas 

de investigación, que van desde la física del plasma, los fluidos y los láseres, hasta la 

física ambiental; 3) Dirigió 13 tesis doctorales, y formó decenas de investigadores en 



varios temas de la física actual; 4) Promovió la creación de otros institutos de 

investigación en la FCEx, tales como el Isistan, el Pladema y el de Ecosistemas; 5) 

Organizó las actividades de investigación en toda la UNCPBA bajo un esquema de 

Núcleos de Investigación. Esto permitió establecer un sistema equitativo de 

financiación de estas actividades, el cual hoy permanece en vigencia; 6) Promovió la 

creación del Doctorado en Física. Este fue el primer doctorado de la UNCPBA; 7) 

Promovió el desarrollo de la unidad de extensión universitaria de Quequén; 8) Creó 

en 1989 la revista “Anales de la AFA”, la cual condujo con gran dedicación y esfuerzo 

hasta 2010; 9) En 1989 creóe impulsó,junto a otros investigadores, la Reunión Bienal 

de Fluidos, cuya XIIIedición se realizara nuevamente en Tandil en 2014 y 10) 

Conjuntamente con quien habla organizó la ECAMAT´92, Primera Escuela de 

Posgrado en Transferencia de Calor y Materia en la UNCPBA, como acredita el 

extracto que sigue. Por ello y aquí este homenaje. 

 

 
 

 
 

Además de haber llevado adelante muchas iniciativas en su carrera, el Dr. Roberto 

Gratton también ha dejado una impronta imborrable en todos los que tuvimos la 

fortuna de conocerlo personalmente. Su actitud franca e intelectualmente honesta 

siempre dio lugar a una relación afectuosa con quienes lo conocieron. Era una buena 
persona. 
Todo su accionar fue siempre innovador y fundacional. Su humildad y dedicación al 

trabajo lo llevó siempre a apoyar y poner en marcha proyectos e iniciativas a los que 

su clara visión consideró como de relevancia para construir un sólido futuro para las 

instituciones a las que perteneció, la ciencia en general y para nuestro país. Toda su 

actividad la hizo pensando más en los demás que en la búsqueda de logros y 

reconocimientos personales.  

Es por todo esto que la vida y obra del Dr. Roberto Gratton trasciende y se proyecta 

hacia las generaciones siguientes. Su grandeza moral y humildad ante sus 

importantes logros son un espejo inspirador para los que deben continuar en el 



trabajo de desarrollar la ciencia en nuestro país. Desde el 23 de abril de 2015 el 

IFAS lleva su nombre. 

 

Semblanza basada parcialmente en palabras de su discípulo, el Dr. Javier Diez, el 

23/04/2015 en el acto de imposición del nombre “Dr. Roberto Gratton” al IFAS-

UNCPBA.  

 

 

Ingeniero Juan C. Ferreri 



PROPIEDADES PIEZOELÉCTRICAS DE FERROCERÁMICOS
MICROESTRUCTURADOS

Por CRISTIAN J. BOTTERO1 y MARTÍN I. IDIART2

Resumen:

En este trabajo se establecen relaciones entre la histéresis eléctrica macroscópica y el comporta-
miento de las fases constitutivas en materiales compuestos ferroeléctricos con microestructuras
complejas y sometidos a historias de carga arbitrarias. El comportamiento ferroeléctrico de
cada fase se describe mediante una densidad de energı́a almacenada y un potencial de disi-
pación en el marco de los ‘materiales estándar generalizados’. Discretizando en el tiempo
las ecuaciones diferenciales correspondientes siguiendo un esquema implı́cito, se obtiene
una representación variacional de la respuesta macroscópica del compuesto que involucra
un solo potencial incremental. Las estimaciones teóricas se obtienen luego mediante ciertas
‘microgeometrı́as resolubles’ cuyo potencial incremental macroscópico puede determinarse
en forma exacta. Por ser exactas para una clase de materiales, estas estimaciones satisfacen
automáticamente todos las caracterı́sticas comunmente deseadas en una aproximación teórica:
estar de acuerdo con restricciones materiales, satisfacer todas las cotas pertinentes, y poseer
todas las propiedades de convexidad correspondientes. La metodologı́a propuesta se aplica al
estudio de la influencia de las partı́culas magnéticas y de microcavidades en la electrodeforma-
bilidad de titanato zirconato de plomo. En particular, se evalúa el rol de las fluctuaciones en la
polarización remanente en las propiedades piezoeléctricas de los compuestos.

Abstract:

Theoretical estimates are given for the overall dissipative response of ferroelectric ceram-
ics with second-phase inclusions, under arbitrary electromechanical loading histories. The
ferroelectric behavior of the constituent phases is described via a stored energy density and
a dissipation potential in accordance with the theory of generalized standard materials. An
implicit time-discretization scheme is used to generate a variational representation of the
overall response in terms of a single incremental potential. Estimates are then generated
by constructing sequentially laminated microgeometries of particulate type whose overall
incremental potential can be computed exactly. Because they are realizable, by construction,
these estimates are guaranteed to conform with any material constraints, to satisfy all pertinent
bounds, and to exhibit the required convexity properties with no duality gap. By way of
example, the theory is used to study the influence of metallic particles and of microcavities
on the electro-deformability of a lead zirconate titanate. In particular, the role of remanent
polarization fluctuations on the piezoelectric properties is assessed.

1Mag. Ing., Departamento de Aeronáutica, Facultad de Ingenierı́a, Universidad Nacional de La Plata –
Consejo Nacional de Investigaciones Cientı́ficas y Técnicas (CONICET). cristian.bottero@ing.unlp.edu.ar

2Dr. Ing., Departamento de Aeronáutica, Facultad de Ingenierı́a, Universidad Nacional de La Plata – Consejo
Nacional de Investigaciones Cientı́ficas y Técnicas (CONICET). martin.idiart@ing.unlp.edu.ar
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1 Introducción

La ferroelectricidad se refiere a la capacidad de ciertos dieléctricos polares de mantener
una polarización eléctrica espontánea que puede ser alterada mediante la aplicación de un
campo eléctrico externo (Lines y Glass, 1977). Debido a que el cambio en la polarización suele
estar acompañado de una deformación mecánica, los materiales ferroeléctricos son electro-
deformables, y como tales, pueden utilizarse como sensores y actuadores (ej., Xu, 1991;
Capsal et al., 2012), recolectores de energı́a (ej., van den Ende et al., 2012), amortiguadores
materiales (ej., Asare et al., 2012) y otros micro-dispositivos. El titanato de bario (BaTiO3) y
el titanato zirconato de plomo (PbZrxTi1−xO3) son dos de los materiales ferroeléctricos más
utilizados.

La búsqueda de materiales electro-deformables con propiedades especı́ficas no disponibles
en materiales ferroeléctricos monolı́ticos ha motivado el desarrollo de una creciente variedad de
materiales compuestos ferroeléctricos bifásicos con microestructuras de tipo matriz-inclusión.
Tal es el caso de matrices cerámicas ferroeléctricas con inclusiones metálicas (ej., Duan et
al., 2000; Zhang et al., 2010; Ning et al., 2012) y de cerámicos ferroeléctricos con porosidad
controlada (ej., Piazza et al., 2010). En la práctica, si se desea utilizar estos materiales en el
rango piezoeléctrico, es necesario realizar un proceso de polarización de los especı́menes a
partir del estado virgen. Este proceso consiste generalmente en la aplicación de un campo
eléctrico por un tiempo determinado. Al ser expuestos a intensidades de campo eléctrico
suficientemente altas, todos estos materiales compuestos manifiestan una gran histéresis y
disipación eléctrica como consecuencia del cambio de polarización espontánea producido en
la fase ferroeléctrica (véase, por ejemplo, Damjanovic, 2006).

En general, los materiales ferroeléctricos son modelados como aislantes aunque en realidad
son semiconductores con una alta resistencia eléctrica. Defectos en la red cristalina como
átomos de impurezas y vacancias tienden a acumularse en los bordes de grano del cerámico
dieléctrico (Randle et al., 2006; Priester et al., 2013), favoreciendo la conductividad eléctrica.
El efecto de la conductividad eléctrica en la dispersión y atenuación de ondas acústicas en
materiales semiconductores piezoeléctricos es un fenómeno bien conocido y estudiado (Auld,
1969; Wauer et al., 1997; Yang et al., 2005). Además, el movimiento de los defectos cargados
estabilizan cierta configuración de dominio, lo que genera un campo eléctrico residual que
se opone al cambio de la polarización cuando se aplica un campo eléctrico externo. La
polarización y las cargas eléctricas interactúan a través del potencial electroestático en el
material de manera no trivial.

Si bien existen estudios que intentan introducir la influencia de la conductividad y la
presencia de cargas libres en el material, por ejemplo, introduciendo la densidad de carga
en el material como una variable del problema (Xias y Bhattacharya, 2008; Schwaab y
Kamlah, 2013) o considerando la conductividad en el borde de grano (Wang y Kamlah,
2014), este trabajo no considera el efecto de las cargas libres y se centra en el estudio de la
relación de los procesos disipativos en los materiales compuestos a partir de su composición
y microestructura, estudiando dicha dependencia mediante una teorı́a de homogenización
basada en ‘microgeometrı́as resolubles’. Particularmente, el foco de los resultados se centra
en la obtención de los coeficientes piezoeléctricos para distintas configuraciones materiales.
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2 Marco teórico

2.1 Hipótesis fundamentales

El sistema material en estudio se idealiza como un cuerpo heterogéneo que ocupa un
dominio Ω y está constituı́do por una matriz continua y una dispersión uniforme de inclusiones.
Se consideran sistemas en los que la talla caracterı́stica de las inclusiones es mucho menor
que la talla caracterı́stica del cuerpo. En adelante, la matriz se identifica con el ı́ndice r =
1 mientras que el conjunto de inclusiones se identifica con el ı́ndice r = 2. Cada fase
ocupa un dominio Ω(r) ⊂ Ω (r = 1, 2) tal que Ω = ∪2

r=1Ω(r). Los dominios Ω(r) pueden
describirse mediante funciones caracterı́sticas χ(r)(x) que toman el valor 1 si el vector posición
x corresponde a un punto de Ω(r) y el valor 0 en caso contrario.

En este trabajo se restringe el análisis a procesos isotérmicos producidos por interacciones
electromecánicas únicamente. Estas interacciones pueden representarse por un potencial
electroestático φ̂ aplicado via un electrodo ubicado en una porción ∂Ωv de la superficie del
cuerpo ∂Ω y via un desplazamiento û de la porción ∂Ωu de la superficie del cuerpo.

Por simplicidad, se desprecian la posible presencia de cargas libres dentro del material en
la respuesta ferroeléctrica local. Las ecuaciones que gobiernan el problema son pues —véase,
por ejemplo, Kamlah (2001)—

∇ ·D = 0 y E = −∇φ in R3, (1)
∇ · σ = 0 y ε = ∇⊗s u in Ω, (2)

junto con

D =

{
ε0E en R3\Ω
ε0E + P en Ω.

(3)

con las condiciones de borde

φ = φ̂ on ∂Ωv y [D · n] = 0 on ∂Ω\∂Ωv, (4)
u = û on ∂Ωu y [σn] = 0 on ∂Ω\∂Ωu. (5)

En estas expresiones, φ y u son campos continuos que representan el potencial electroestático
y el desplazamiento, D, E, P, σ y ε son, respectivamente, los vectores de desplazamiento
eléctrico, el campo eléctrico, la polarización eléctrica y los tensores de tensión y deformación,
[·] denota el salto de un campo a través de la superficie ∂Ω, n es el versor normal saliente a
∂Ω, y ε0 es la permitividad eléctrica del vacı́o. A su vez, ∇ es el operador diferencial nabla
estándar y el sı́mbolo ⊗s representa la parte simétrica del producto tensorial. Por otro lado,
a lo largo de las superficies de discontinuidad internas del cuerpo heterogéneo, los campos
deben satisfacer las condiciones de salto

[φ] = 0, [D · n] = 0, [u] = 0, [σn] = 0, (6)

donde n denota el versor normal a la superficie. A su vez, el potencial electroestático debe
tender a cero en el infinito, es decir, φ→ 0 cuando |x| → ∞.

Estas ecuaciones de campo deben suplementarse con relaciones constitutivas que describen
la respuesta electromecánica de cada fase constitutiva del cuerpo. Siendo de nuestro interés
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los compuestos ferroeléctricos, utilizamos para ello el marco termodinámico de Bassiouny
et al. (1988). Asumimos pues que la respuesta dieléctrica observada es consecuencia de la
combinación de ciertos procesos reversibles e irreversibles que almacenan y disipan energı́a,
respectivamente. Para caracterizar los procesos irreversibles se introduce una polarización
irreversible ß que juega el rol de una variable interna, y se asume que los procesos reversibles
pueden caracterizarse por la diferencia P− ß. Este marco es suficientemente general como
para caracterizar respuestas simples, tales como la polarización lineal, y respuestas complejas
tales como la ferroelectricidad —véase, por ejemplo, Kamlah (2001) y Miehe y Rosato (2011).

Con estas hipótesis, la energı́a total del sistema se asume de la forma

E =

∫
Ω

E(x, ε,P, ß) dV +

∫
R3

1

2
ε0E

2 dV (7)

donde el primer término corresponde a la energı́a almacenada en el cuerpo heterogéneo,
mientras que el segundo término corresponde a la energı́a electroestática asociada al campo
eléctrico en todo el espacio. La densidad de energı́a E se asume convexa en P y ß; se asume
también que depende explı́citamente de la posición debido a la heterogeneidad del cuerpo. Por
su parte, la disipación del sistema se asume de la forma

D =

∫
Ω

∂ϕ

∂ß̇
(x, ß̇) · ß̇ dV, (8)

donde ϕ es una función convexa y positiva de la tasa de polarización irreversible ß̇, tal que
ϕ(·,0) = 0, que puede utilizarse para caracterizar los procesos de disipación tales como la
alineación de los microdominios ferroeléctricos. La forma (8) garantiza que la disipación es
siempre positiva.

Dadas la energı́a (7) y la disipación (8), los argumentos termodinámicos de Bassiouny et
al. (1988) implican que las relaciones constitutivas de los materiales que componen el cuerpo
deben ser

E =
∂E
∂P

(x, ε,P, ß), σ =
∂E
∂ε

(x, ε,P, ß) y
∂E
∂ß

(x, ε,P, ß) +
∂ϕ

∂ß̇
(x, ß̇) = 0, (9)

donde las primeras dos expresiones constituyen la relación entre el campo eléctrico y la tensión
con la polarización, y la última expresión constituye una ley de evolución para la polarización
irreversible ß. Cuando los potenciales no son suaves, las derivadas en (9) deben interpretarse
como el subdiferencial convexo. Por su forma analı́tica, estas relaciones constitutivas se
ajustan al modelo llamado ‘material estándar generalizado’ si la energı́a E(x, ·, ·, ·) es convexa
(Germain et al., 1983). En ese caso, la polarización puede eliminarse de la relación constituva
en favor de la intensidad de campo eléctrico, introduciendo la energı́a libre

ψ(x,σ,E, ß)
.
= sup

P,ε
[σ · ε+ E ·P− E(x, ε,P, ß)] +

1

2
ε0E

2, (10)

donde el primer término corresponde a la transformada de Legendre de E con respecto a P.
Nótese que la función ψ es por tanto convexa en E pero cóncava en ß. Con esta definición, las
relaciones constitutivas (9) pueden escribirse como

D =
∂ψ

∂E
(x,σ,E, ß), ε =

∂ψ

∂σ
(x,σ,E, ß) y

∂ψ

∂ß
(x,σ,E, ß)− ∂ϕ

∂ß̇
(x, ß̇) = 0. (11)
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Finalmente, utilizando las funciones caracterı́sticas χ(r), los potenciales ψ y ϕ pueden expre-
sarse como

ψ(x,σ,E, ß) =
2∑

r=1

χ(r)(x) ψ(r)(σ,E, ß), ϕ(x, ß̇) =
2∑

r=1

χ(r)(x) ϕ(r)(ß̇), (12)

donde ψ(r) y ϕ(r) denotan, respectivamente, la densidad de energı́a libre y el potencial de
disipación de cada fase r.

Las ecuaciones de campo y condiciones de contorno (1)-(6), junto con las relaciones
constitutivas (11)-(12) y condiciones iniciales apropiadas, definen completamente la respuesta
electromecánica del sistema en estudio.

2.2 Algunos modelos constitutivos

Si bien la metodologı́a utilizada en este trabajo admite cualquier forma funcional de los
potenciales E(r) y ϕ(r), es conveniente documentar aquı́ algunas formas especı́ficas de uso
frecuente.

i) Numerosos materiales apolares pueden caracterizarse como dieléctricos ideales isótropos
con respuesta lineal sin disipación; en ese caso, los potenciales son de la forma

E(r)(ε,P, ß) =
1

2
ε · C(r)ε+

1

2
P · κ(r)P y ϕ(r)(ß̇) = 0, (13)

dondeκ(r) = κ(r)I yC(r) = λ(r)I⊗I+2µ(r)I. Aquı́, I y I son los tensores identidad de segundo
y cuarto orden con simetrı́a mayor y menor, y κ(r), λ(r) y µ(r) representan, respectivamente,
la polarizabilidad y las constantes de Lamé del material; la energı́a libre correspondiente
está dada por

ψ(r)(σ,E, ß) =
1

2
σ · S(r)σ +

1

2
E · ε(r)E, (14)

donde ε(r) = ε0I + κ(r)−1 y S(r) =
(
C(r)

)−1 representan, respectivamente, la permitividad y
el tensor flexibilidad del material. Un conductor perfecto donde el campo eléctrico debe ser
siempre nulo puede caracterizarse como el caso lı́mite κ(r) → 0 (ε(r) →∞).

ii) Por otra parte, los materiales polares policristalinos que muestran ferroelectricidad isótropa
suelen caracterizarse mediante potenciales de la forma —véase, por ejemplo, Kamlah (2001),
McMeeking y Landis (2002), Miehe y Rosato (2011)—

E(r)(ε,P, ß) =
1

2
(ε− ε̂(r)) · C(r)(ε− ε̂(r)) +

1

2
(P− ß) · κ(r)(P− ß)+

+ (ε− ε̂(r)) · h(r)(ß)(P− ß) + E(r)
st (ß) (15)

y

ϕ(r)(ß̇) =e(r)
c |ß̇|+

e
(r)
0 ṗ

(r)
0

1 +m(r)

(
|ß̇|
ṗ

(r)
0

)1+m(r)

, (16)
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con

C(r) = λ(r)I⊗ I + 2µ(r)I, κ(r) = κ(r)I, (17)

E(r)
st (ß) =− h(r)

0 p(r)2

s

[
ln

(
1− |ß|

p
(r)
s

)
+
|ß|
p

(r)
s

]
, (18)

ε̂(r)(ß) =
3

2
ε(r)
s

(
|ß|
p

(r)
s

)2
ß
|ß|
⊗d

ß
|ß|
, (19)

h(r)(ß) =

(
α

(r)
0

ß
|ß|
⊗ ß
|ß|
⊗ ß
|ß|

+ α
(r)
⊥ I⊗ ß

|ß|
+ α(r)

=

ß
|ß|
⊗s I

)
|ß|
p

(r)
s

, (20)

donde E(r)
st y ϕ(r) representan la energı́a almacenada y disipada por alineación de los micro-

dominios, y ε̂ es la deformación remanente inducida por esta alineación. En el potencial de
disipación (15), h(r) representa al tensor de acoplamiento piezoeléctrico y los α(r)

i representan
los coeficientes piezoeléctricos. En el potencial de disipaciónl (16), e(r)

c es el campo coercitivo
del material —es decir, la intensidad del campo eléctrico sobre la cual se produce la alineación
de los microdominios—, e(r)

0 y ṗ(r)
0 son valores de referencia que caracterizan la dependencia

del proceso de alineación con la tasa de variación de campo eléctrico, y m(r) es un exponente
que caracteriza la sensibilidad de la respuesta a dicha tasa. En la densidad de energı́a almace-
nada (18), a su vez, p(r)

s es la polarización de saturación y h(r)
0 es un parámetro que caracteriza

la pendiente de la histéresis. En la deformación remanente (19), ε(r)
s es la deformación a la

polarización de saturación, el sı́mbolo ⊗d denota la partes desviadora del producto tensorial, y
el sı́mbolo ⊗s indica la simetrización en los primeros dos ı́ndices. Se refiere al lector al trabajo
de Miehe y Rosato (2011) para un detalle de los diversos parámetros de material. Nótese que la
conexión (19) entre la deformación remanente y la polarización simplifica la descripción dado
que permite el utilizar una única variable interna ß. Sin embargo, el modelo resultante no es
capaz de capturar ferroelasticidad, es decir, la alineación de dominios inducida por tensiones
mecánicas, e introduce una dependencia no convexa de E(r) en ß que restringe el rango de
validez del modelo a bajas tensiones mecánicas.

La energı́a libre correspondiente en el rango de convexidad es de la forma

ψ(r)(σ,E, ß) =
1

2
σ · Ŝ(r)(ß)σ +

1

2
E · ε̂(r)(ß)E− σ · ĥ(r)(ß)E + σ·ε̂(r)(ß) + E · ß−

− E(r)
st (ß), (21)

con

Ŝ(r)(ß) =
(
C(r) − h(r)κ(r)−1h(r)T

)−1
, (22)

κ̂(r) = κ(r) − h(r)TC(r)−1
h(r), (23)

ε̂(r)(ß) = κ̂(r)−1

+ ε0I, (24)

ĥ(r)(ß) =
1

2

(
Ŝ(r)h(r)κ(r)−1

+ S(r)h(r)κ̂(r)−1
)

; (25)

aquı́, el suprı́ndice T indica transposición entre el primer par de ı́ndices y el último ı́ndice. Sin
embargo, los parámetros materiales asociados con materiales cerámicos ferroeléctricos más
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usuales son tales que

Ŝ(r) ≈ S(r), κ̂(r) ≈ κ(r), ε̂(r) ≈ ε(r), ĥ(r) ≈ S(r)h(r)κ(r)−1

, (26)

lo que simplifica la expresión (25) considerablemente. En efecto, las relaciones constitutivas
acopladas toman entonces la forma

ε = S(r)σ + ε̂(r) − ĥ(r)E y D = ε(r)E + ß− ĥ(r)Tσ, (27)

mientras que la ley de evolución para la polarización irreversible toma la forma

E− h(r)
0

ß

1− |ß|
p
(r)
s

+
3ε

(r)
s

(p
(r)
s )2

σdß− 1

|ß|

[
[σ · ĥ(r)(ß)E]

ß
|ß|

+
|ß|
p

(r)
s

(
I− ß
|ß|
⊗ ß
|ß|

)
v

κ(r)

]
=

=

[
e(r)
c + e

(r)
0

∣∣∣∣∣ ß̇

ṗ
(r)
0

∣∣∣∣∣
m]

ß̇
|ß̇|
, (28)

donde σd es la parte desviadora del tensor de tensiones y el vector v está dado por

v = 2α0

(
ß
|ß|
· E
)

(S(r)σ)
ß
|ß|

+ α0

(
ß
|ß|
· (S(r)σ)

ß
|ß|

)
E + α⊥tr(S(r)σ)E + 2α‖(S

(r)σ)E.

(29)

iii) En general, en los estudios micromecánicos de la respuesta piezoeléctrica de materiales
compuestpos ferroeléctricos se asume que la polarización irreversible es uniforme en todo el
material (por ejemplo, Dunn y Taya, 1993; Spinelli y Lopez-Pamies, 2015). Esta aproximación
de polarización uniforme equivale a considerar

E(r)(ε,P, ß) =
1

2
ε · C(r)ε+

1

2
P · κ(r)P + ε · h(r)P y ϕ(r)(ß̇) = 0, (30)

con

h(r) = α
(r)
0 n⊗ n⊗ n + α

(r)
⊥ I⊗ n + α(r)

= n⊗s I, (31)

donde ε y P se refieren a la configuración de referencia del sólido polarizado completamente,
y el vector unitario n denota la dirección de la polarización remanente. La densidad de energı́a
libre está dada por

ψ(r)(σ,E, ß) =
1

2
σ · Ŝ(r)σ +

1

2
E · ε̂(r)E− σ · ĥ(r)E, (32)

donde los tensores con acento circunflejo corresponden a expresiones análogas a (22)-(25).

2.3 La respuesta macroscópica

Cuando las tallas caracterı́sticas del cuerpo y de las inclusiones difieren en varios órdenes
de magnitud, puede definirse una respuesta macroscópica del material compuesto como la
relación entre los promedios volumétricos de los campos conjugados sobre un ‘elemento de
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volumen representativo’ (EVR). El EVR es un volumen que contiene un número suficiente de
inclusiones como para que la respuesta macroscópica sea independiente de las condiciones de
contorno presentes en su superficie. Esta noción fue precisada originalmente en el contexto
de la elasticidad lineal por Hill (1963) y en el contexto más amplio de materiales estándar
generalizados, por Germain et al. (1983). Una definición matemática rigurosa del concepto de
EVR surge de la teorı́a de homogenización —véase, por ejemplo, Milton (2002).

Utilizamos la representación variacional de la respuesta macroscópica propuesta por Miehe
y Rosato (2011) para materiales heterogéneos, las ecuaciones de campo definidas en el EVR
se discretizan en el tiempo (t0 = 0, t1, ..., tn, tn+1, ..., tN = T ) de acuerdo a un esquema de
Euler implı́cito, y las relaciones constitutivas (11) se pueden expresar como

Dn+1 =
∂w

∂E
(x,σn+1,En+1; ßn) y εn+1 =

∂w

∂σ
(x,σn+1,En+1; ßn), (33)

donde w es un potencial incremental definido por

w(x,σ,E; ßn) =
2∑

r=1

χ(r)(x)w(r)(σ,E; ßn) (34)

con

w(r)(σ,E; ßn) = sup
ß

[
ψ(r)(σ,E, ß)−∆t ϕ(r)

(
ß− ßn

∆t

)]
. (35)

En esta expresión, ∆t = tn+1 − tn es el paso de tiempo. El maximizador ß en (35) es la
polarización irreversible en el tiempo tn+1 que satisface la ley de evolución discretizada (11)2.

Dada la estructura potencial de las relaciones constitutivas discretizadas (33), las cantidades
macroscópicas correspondientes están relacionadas por

Dn+1 =
∂w̃

∂E
(σn+1,En+1; ßn) y εn+1 =

∂w̃

∂σ
(σn+1,En+1; ßn), (36)

donde

w̃(σ,E; ßn) = min
E∈K(E)

min
σ∈S(σ)

〈w(x,σ,E; ßn)〉 (37)

es un potencial incremental efectivo. En esta expresión, 〈·〉 denota el promedio volumétrico
sobre Ξ,K(E) denota el conjunto de campos eléctricos compatibles con promedio volumétrico
E, y S(σ) denota el conjunto de los campos estáticamente admisibles con promedio volumétri-
co σ. A su vez, las variables conjugadas macroscópicas son tales que D = 〈D〉 y ε = 〈ε〉.
La expresión (36) constituye la respuesta global instantánea del sólido, que se caracteriza
completamente por el potencial efectivo w̃. La respuesta macroscópica completa se obtiene
finalmente resolviendo el problema de minimización (37) en cada instante de tiempo e integran-
do (36) en el tiempo. Nótese también que a pesar de su apariencia, los potenciales efectivos no
corresponden estrictamente a un compuesto bifásico sino que corresponden a un material con
una infinidad de fases. Esto es consecuencia del hecho de que el potencial w que caracteriza el
comportamiento local depende del campo ßn, el cual, en general, será heterogéneo incluso
dentro de cada fase constitutiva.
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A priori, esto se contradice con uno de los objetivos prácticos de las técnicas de homoge-
nización, que radica en generar una descripción sencilla de las respuesta global en términos
de un número reducido de variables macroscópicas. Sin embargo, la clase especial de siste-
mas materiales considerados en la próxima sección son precisamente particulares porque los
campos locales ßn exhiben una distribución discreta y, consecuentemente, la respuesta global
depende de un número finito de variable macroscópicas.

2.4 Microgeometrı́as resolubles

El cálculo del potencial macroscópico w̃ para un dado potencial local w representativo
de un material real es extremadamente complicado debido a la compleja geometrı́a de las
microestructuras tı́picas. La estrategia basada en ‘microgeometrı́as resolubles’ consiste en
identificar microgeometrı́as idealizadas tales que, por un lado, son capaces de representar
las caracterı́sticas geométricas esenciales de la microestructura en estudio, y por otro lado,
son suficientemente simples como para permitir el cálculo exacto del potencial w̃ de manera
semianalı́tica. Esta estrategia fue inicialmente utilizada por Maxwell (1873) para estimar la
resistividad óhmica de conductores bifásicos, y se ha utilizado mucho desde entonces para
estimar propiedades lineales de materiales compuestos —véase, por ejemplo, Milton (2002).
Sin embargo, su uso en el contexto de materiales alineales como los estudiados en este trabajo
ha sido muy limitado debido a las dificultades adicionales caracterı́sticas de los problemas
matemáticos alineales.

Recientemente, Idiart (2014) construyó microgeometrı́as cuyo potencial w̃ definido en la
subsección precedente puede calcularse en forma exacta. Estas microgeometrı́as se obtienen
iterando laminaciones simples y son capaces de reproducir microestructuras de tipo matriz-
inclusiones con cualquier grado de simetrı́a. La expresión para w̃ que resulta depende de
las orientaciones y ciertas fracciones volumétricas utilizadas en cada laminación. Su cálculo
involucra una minimización convexa respecto a un número finito de variables escalares de fácil
resolución numérica. En el contexto de ferroeléctricos elásticos, microestructuras similares
fueron utilizadas por Bottero e Idiart (2015). Las expresiones y los detalles correspondientes
pueden encontrarse en la citada publicación.

3 Resultados representativos

Las microestructuras recientemente descriptas se utilizaron para estudiar dos tipos de
materiales compuestos ferroeléctricos de particular interés: i) matrices ferroeléctricas con
una dispersión de inclusiones perfectamente conductoras, y ii) matrices ferroeléctricas con
porosidad. En ambos casos, el material ferroeléctrico se caracteriza mediante potenciales de la
forma (15)-(21). Por otro lado, las inclusiones metálicas se caracterizan como perfectamente
conductoras y con comportamiento elástico, mientras que las microcavidades se asumen
como huecos vacı́os. La tabla 1 muestra los valores numéricos adoptados para los diversos
parámetros; estos valores reproducen aproximadamente la respuesta de un titanato zirconato
de plomo policristalino a bajas frecuencias —véase, por ejemplo, Zhou et al. (2001) y Miehe
y Rosato (2011) y los valores para las partı́culas metálicas corresponden al platino. Se asume
que las inclusiones están aleatoriamente distribuidas y que las microestructuras son isótropas
(véase Idiart (2014)).

27



Tabla 1: Valores numéricos utilizados para los parámetros materiales. Los valores para
la matriz ferroeléctrica reproducen aproximadamente la respuesta de un PZT policris-
talino a bajas frecuencias; los valores para partı́culas metálicas corresponde a platino.

Sı́mbolo Parámetro Unidades Valor

Matriz ferroeléctrico
ε permitividad eléctrica C/(V · m) 1800ε0
ps polarización de saturación C/m2 0.25
h0 pendiente de la histéresis MV·m/C 0.1
m exponente de sensibilidad a la tasa — 0.2
ṗ0 tasa de polarización de referencia C/(m2· s) 100
ec campo eléctrico coercitivo MV/m 0.35
e0 campo eléctrico de referencia MV/m 0.35
µ Parámetro de Lamé GPa 45
λ Parámetro de Lamé GPa 70
εs Deformación de saturación — 10−3

α0 Expansión piezoeléctrica axial MN/C 12,6
α⊥ Expansión piezoeléctrica lateral MN/C 276
α= Corte piezoeléctrico MN/C −1460

Inclusiones metálicas
ε permitividad eléctrica C/(V · m) ∞
µ Parámetro Lamé GPa 60
λ Parámetro Lamé GPa 225

Microcavidades
ε permitividad eléctrica C/(V · m) ε0
µ Parámetro Lamé GPa 0
λ Parámetro Lamé GPa 0

Se consideran especı́menes sometidos a una señal eléctrica triangular con una amplitud pico
de 4ec y una frecuencia f0 de 1Hz. El material es ciclado desde su estado inicial despolarizado
hasta que la respuesta macroscópica alcanza un ciclo estacionario y luego se retira la carga
hasta que alcanzan su estado de polarización permanente completamente relajado 1. El paso
de tiempo empleado en los cálculos es ∆t = 5× 10−3 s.

Al reportar las propiedades piezoeléctricas, se emplea la siguiente notación estándar
para sistemas transversalmente isótropos: d33 = ∂ε‖/∂E, d31 = d32 = ∂ε⊥/∂E, dh =
d33 +d31 +d32, g33 = ∂ε‖/∂D, g31 = g32 = ∂ε⊥/∂D, y gh = g33 +g31 +g32. Los sı́mbolos ε‖
y ε⊥ en estas expresiones se refieren a las deformaciones normales a lo largo de las direcciones
paralelas y perpendiculares al campo aplicado.

1Se requiere cierto tiempo hasta alcanzar el estado de equilibrio debido a la viscosidad eléctrica.
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3.1 Ferrocerámicos con partı́culas metálicas

a) b)
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Figura 1: Respuesta macroscópica para un ferrocerámico con partı́culas metálicas en varias fracciones volumétri-
cas (c(2) = 0,05; 0,15; 0,25): (a) desplazamiento eléctrico (D) y b) deformación axial (ε) como función de la
intensidad de campo eléctrico aplicado (E). Valores normalizados con la polarización de saturación (ps), la
deformación de saturación (εs), y la resistencia coercitiva de la matriz (ec).

La figura 1 muestra las predicciones para la respuesta estabilizada para varias fracciones
volumétricas de partı́culas metálicas (c(2) = 0,05, 0,15, 0,25). La respuesta del material fe-
rroeléctrico monolı́tico se incluye como referencia. En la parte (a) se muestran las curvas del
desplazamiento eléctrico macroscópico en la dirección del campo eléctrico aplicado en función
de la intensidad de campo eléctrico aplicado, normalizado por la polarización de saturación y
la resistencia coercitiva de la matriz, respectivamente. Se observa que la resistencia coercitiva
macroscópica del compuesto disminuye al aumentar la fracción volumétrica de partı́culas,
tal cual es de esperar por el hecho de que el campo eléctrico en las inclusiones es nulo y por
ende el campo eléctrico promedio en la matriz es mayor que el aplicado. La polarización
macroscópica remanente, por otro lado, resulta ser relativamente insensible a la adición de
partı́culas. Esto resulta ser consistente con las observaciones experimentales de Duan et al.
(2000) en compuestos de PZT con partı́culas de platino. Además, estas predicciones son
cualitativamente identicas a aquellas obtenidas por Idiart (2014) para dieléctricos rı́gidos.

Por otro lado, la parte (b) muestra la deformación axial en la dirección del campo eléctrico
aplicado, normalizada por la deformación de saturación, en función de la intensidad de campo
eléctrico aplicado. La amplitud del ciclo de deformación representa la electro-deformabilidad
del compuesto. Se observa que la electro-deformabilidad disminuye al aumentar la fracción
volumétrica de partı́culas. Esta deformación inducida por el campo eléctrico puede dividirse
en una parte piezoeléctrica y una parte debido al cambio de dominios, como puede verse
en la expresión (27). Para la condición de carga considerada aquı́, sin embargo, la parte
ferroeléctrica es dominante. La disminución de la electro-deformabilidad macroscópica es una
consecuencia de que la deformación ferroeléctrica en la matriz, dada por la expresión (19), es
proporcional a la polarización al cuadrado y tiene a la deformación de saturación como valor
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lı́mite. Entonces, si bien la adición de partı́culas metálicas aumenta el campo eléctrico en la
matriz, no se produce un aumento en la electro-deformación de esa fase y, al mismo tiempo,
se reduce la cantidad de material que exhibe acoplamiento electromecánico. Este mecanismo
no depende de las propiedades elásticas de la inclusión.

En la figura 2 se muestran las predicciones para los coeficientes piezoeléctricos macroscópi-
cos para un espécimen polarizado permanentemente al final del ciclo de carga, en función
de la fracción volumétrica de partı́culas. Estos coeficientes fueron calculados derivando
numéricamente la deformación macroscópica con respecto al campo eléctrico macroscópico.
Los resultados se comparan con la popular aproximación de polarización uniforme —lı́nea
punteada— utilizando el mismo tipo de microgeometrı́as y parámetros de material. El agrega-
do de partı́culas metálicas resulta ser perjudicial para todos los coeficientes piezoeléctricos con
la excepción del coeficiente hidroestático d̃h. Las tendencias que se predicen para las curvas
son consistentes con aquellas observadas experimentalmente por Li et al. (2001) en PZT con
partı́culas de platino. La principal observación en el contexto de esta figura es, sin embargo,
que la aproximación con polarización uniforme no necesariamente captura adecuadamente
la influencia de las partı́culas metálicas en todo el conjunto de coeficientes piezoeléctricos.
Ciertamente, mientras que la influencia en los coeficientes g̃ es capturada adecuadamente,
la influencia en los coeficientes d̃33 y d̃31 es subestimada considerablemente. En efecto, la
aproximación con polarización uniforme no detecta la influencia en el coeficiente d̃33, el
cual es, casualmente, uno de los coeficientes más relevantes para ciertas aplicaciones. Las
diferencias mencionadas pueden atribuirse a las fluctuaciones de la polarización en la matriz,
las cuales se desprecian en la aproximación mencionada anteriormente.

Se concluye la discusión de estos resultados notándose que, a diferencia de la matriz
ferroeléctrica monolı́tica, el material compuesto de la figura 1a tiene una respuesta que satura
en dos etapas, efecto que se acentúa con el aumento de la fracción volumétrica de partı́culas.
Este fenómeno se debe a que la distribución del campo eléctrico en la matriz es bimodal, como
fue demostrado por Bottero e Idiart (2015).

3.2 Ferrocerámicos con microcavidades

En la figura 3 se muestran las predicciones para varios niveles de porosidad (c(2) =
0,05, 0,15, 0,25). Nuevamente se agrega la respuesta del ferrocerámico monolı́tico como re-
ferencia. En la parte (a) se muestran las curvas normalizadas del desplazamiento eléctrico
macroscópico en la dirección del campo eléctrico aplicado, como función de la intensidad del
mismo. Se observa que la resistencia coercitiva macroscópica es relativamente insensible a
la porosidad, mientras que la polarización macroscópoica remanente disminuye al aumentar
la porosidad. Este comportamiento es exactamente opuesto al observado con la inclusión de
partı́culas metálicas del apartado anterior, y es consistente con las observaciones experimen-
tales de Zeng et al. (2007) y Nie et al. (2010) en cerámicos de PZT porosos. Además, las
predicciones son cualitativamente idénticas a las reportadas por Idiart (2014) para dieléctricos
rı́gidos, lo que confirma que el acoplamiento electromecánico no influye en la respuesta
eléctrica macroscópica de especı́menes libres de deformar.

Por otro lado, la parte (b) muestra curvas normalizadas para la deformación axial en la
dirección del campo eléctrico aplicado, como función de la intensidad mismo. A diferencia del
caso de las partı́culas metálicas, la electro-deformabilidad aparenta ser insensible a la porosidad.
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Figura 2: Coeficientes piezoeléctricos macroscópicos para un ferrocerámico polarizado permanentemen-
te en función de la fracción volumétrica de particulas metálicas. Las lı́neas punteadas corresponden a la
aproximación con polarización uniforme.

Sin embargo, los coeficientes piezoeléctricos de los especı́menes polarizados permanentemente
varı́an fuertemente con la porosidad, como puede verse en la figura 4. La presencia de porosidad
resulta ser beneficiosa para todos los coeficientes g̃ y el coeficiente hidroestático d̃h. Las
tendencias de las curvas son consistentes con los resultados experimentales disponibles para
ferrocerámicos con porosidad cerrada (Topolov y Bowen, 2009). Debe tenerse en cuenta, sin
embargo, que estos resultados no son aplicables a sistemas materiales con porosidad abierta,
donde se espera que exista una influencia más marcada de la porosidad en las propiedades
macroscópicas (Barolin et al., 2014). Finalmente, se observa que, como en el caso de partı́culas
metálicas, la aproximación con polarización uniforme captura adecuadamente las tendencias,
pero subestima la influencia de la porosidad en los coeficientes d̃33 y d̃31. Por consiguiente,
esto último parece ser un error común introducido por esta aproximación, al menos en el
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Figura 3: Respuesta macroscópica para un ferrocerámico con microcavidades en varias fracciones volumétricas
(c(2) = 0,05; 0,15; 0,25): (a) desplazamiento eléctrico (D) y b) deformación axial (ε) como función de la
intensidad de campo magnético aplicado (E). Valores normalizados con la polarización de saturación (ps), la
deformación de saturación (εs), y la resistencia coercitiva de la matriz (ec).
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Figura 4: Coeficientes piezoeléctricos macroscópicos para un ferrocerámico polarizado permanentemen-
te en función de la fracción volumétrica de microcavidades (c(2)). Las lı́neas punteadas corresponden a
la aproximación con polarización uniforme.
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RESPUESTA PLÁSTICA DE MATERIALES POLICRISTALINOS CON
MICROPOROSIDAD PRESURIZADA

Por JUAN E. RAMOS NERVI 1 y MART ÍN I. IDIART 2

Resumen:

Los elementos estructurales internos y elementos combustibles de reactores nucleares de po-
tencia están constituı́dos por sistemas materiales policristalinos cuya morfologı́a microes-
tructural evoluciona durante su vida útil como consecuencia de la irradiación a la que están
sometidos. En este trabajo se determinan relaciones entre la respuesta plástica macroscópi-
ca de un sistema policristalino y sus caracterı́sticas microestructurales, tales como la textura
cristalográfica y la microporosidad, mediante un método de homogenización no lineal.

Abstract:

The internal and fuel elements of nuclear power reactors arecomposed of polycrystalline
material systems whose microstructural morphology evolves during their life time as a result
of in reactor–irradiation. In this work we determine relationships between the macroscopic
plastic response of polycrystalline systems and their microstructural characteristics, such as
crystallographic texture and microporosity, by means of a nonlinear homogenization method.

1 Introducci ón

La radiación presente en el núcleo de los reactores nucleares de potencia produce cam-
bios microestructurales tanto en elementos estructuralesinternos como en elementos com-
bustibles. Entre dichos cambios se destacan la nucleacióny crecimiento de microcavidades
presurizadas a distintas escalas. Esta evolución microestructural produce, a su vez, cambios
en las dimensiones y en la respuesta mecánica de los elementos estructurales que pueden
comprometer la integridad estructural del sistema a largo plazo.

La figura 1 muestra micrografı́as a distintas escalas de una pastilla de uranio enriquecido
fuertemente irradiada. La pastilla en cuestión es un cerámico policristalino con simetrı́a cúbi-
ca que durante el quemado nuclea microporosidad a distintasescalas. Los poros contienen, a
su vez, gases compuestos por productos de fisión —véase, por ejemplo, Blair (2008). Duran-
te situaciones incidentales de operación se produce un aumento de reactividad y temperatura
localizados en virtud del cual aumenta la presión dentro delos poros —véase, por ejemplo,
Julien (2008). En consecuencia la pastilla se dilata y solicita la vaina que la contiene al punto
tal que puede comprometer su integridad estructural afectando el elemento combustible. Pro-
cesos similares de nucleación de microporosidad presurizada se observan en los internos de
acero inoxidable y aleaciones base nı́quel —véase, por ejemplo, Maziasz (1987, 1992, 1993),
Edwards (2003a, 2009), Nomoto (2014), Soneda (2015).

1Ing., Nucleoeléctrica Argentina S.A. – Departamento de Aeronáutica, Facultad de Ingenierı́a, Universidad
Nacional de La Plata. jnervi@na-sa.com.ar

2Dr. Ing., Departamento de Aeronáutica, Facultad de Ingenierı́a, Universidad Nacional de La Plata – Con-
sejo Nacional de Investigaciones Cientı́ficas y Técnicas (CONICET). martin.idiart@ing.unlp.edu.ar
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Figura 1: Pastilla de uranio enriquecido irradiada a altas dosis. Se muestran las distintas poblaciones de poros a
distintas escalas bien separadas. Extraı́do de Dherbey et al. (2002).

El análisis teórico de un proceso de deformación como el descripto requiere modelos mi-
cromecánicos que relacionen los estados de tensiones macroscópicos con las deformaciones
plásticas microscópicas en los sistemas policristalinos con porosidad presurizada. Una sim-
ple aproximación ampliamente utilizada para este tipo de problemas, consiste en idealizar
la respuesta mecánica de los granos individuales como elásticamente rı́gida y plásticamente
perfecta —vale decir, sin endurecimiento—, y en emplear técnicas de homogeneización para
derivar la resistencia plástica macroscópica en términos de la resistencia plástica de los cris-
tales simples, de la estadı́stica, de la morfologı́a y orientación y distribución de los granos y
poros —véase la monografı́a de Kockset al.(1998). Debido a su naturaleza microestructural
inherentemente aleatoria, policristales semejantes con la misma estadı́stica no exhibirán una
respuesta macroscópica única sino un rango de respuestas. Se puede pues desarrollar esti-
maciones que produzcan una única respuesta representativa o derivar cotas para el rango de
posibles respuestas. El interés de este trabajo es el de obtener cotas. Las cotas son también
útiles por dos razones adicionales: proveenbenchmarkspara probar estimaciones y pueden
ser utilizadas, ellas mismas, como estimaciones.

Existen varias técnicas de homogeneización disponiblespara acotar la resistencia plásti-
ca de sólidos policristalinos. Su utilización, sin embargo, se restringe casi exclusivamente a
sistemas materialesdensos, vale decir, sin microporosidad. La cota externa más simple es la
de Taylor (1938), la cual depende únicamente de estadı́sticas de primer orden. Esta cota ele-
mental ha resultado sumamente útil en el contexto de sólidos con gran simetrı́a cristalográfica
donde el contraste entre la resistencia plástica de los distintos sistemas de deslizamiento es
bajo. Pero al incrementarse la anisotropı́a cristalina estas cotas son muy imprecisas. Haciendo
uso del concepto de “medio lineal de comparación”, se han derivado cotas más estrictas que
incorporan estadı́sticas de orden superior (Dendievelet al.1991, deBotton & Ponte Castañeda
1995). Las predicciones obtenidas con estos métodos pueden mejorar significativamente las
predicciones elementales de Taylor. Recientemente, Idiart & Ponte Castañeda (2007a, 2007b)
demostraron que la técnica lineal de comparación de deBotton & Ponte Castañeda (1995) ha-
ce uso implı́cito de una relajación en el esquema variacional que debilita las cotas resultantes.
Eliminando esa relajación se llega a cotas aún más estrictas a expensas de incrementar la
complejidad computacional. El propósito de este trabajo es evaluar el comportamiento de
los métodos de homogeneización no lineal mencionados en el contexto de policristales con
microporosidad presurizada.
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2 Marco teórico

2.1 Hipótesis fundamentales

Los policristales porosos se idealizan como una distribuciónaleatoriade cavidades y cris-
tales simples perfectamente cohesionados. Se asume que el elemento de volumen represen-
tativo es un agregado estadı́sticamente uniforme y ergódico. La respuesta plástica se estudia
convenientemente adoptando una descripción Euleriana del movimiento; por lo tanto el pre-
sente análisis se refiere a la configuraciónactualdel agregado en un estado de deformación
general.

Las orientaciones de los granos en la configuración actual se caracterizan por un conjun-
to deN tensores de rotaciónQ(r) (r = 1, ..., N) relativos a una orientación de referencia.
Todos los granos con una dada orientaciónQ(r) ocupan un dominio no-conexoΩ(r) y se de-
nominan colectivamente como ‘fase’r. Por otro lado, todas las cavidades ocupan un dominio
no-conexoΩ(0) y se denominan colectivamente como ‘fase’r = 0. Los dominiosΩ(r) ocupa-
dos por cada faser pueden describirse con un conjunto de funciones caracterı́sticasχ(r)(x),
las cuales toman el valor 1 si el vector posiciónx pertenece al dominioΩ(r) y 0 en caso
contrario.

Se asume que los granos (r = 1, ..., N) se deforman por múltiples deslizamientos a lo
largo deK sistemas de deslizamiento presentando una respuesta elásticamente rı́gida y per-
fectamente plástica. Por simplicidad, los efectos de la elasticidad de los granos y efectos de
maclado se desprecian en la presente formulación. De acuerdo a la teorı́a estándar de plasti-
cidad cristalina, los dominios de resistencia plástica están dados por conjuntos convexos

P (r) =
{
σ : |σ · µ

(r)
(k)| ≤ τ

(k)
0 , k = 1, ..., K

}
, (1)

dondeτ (k)0 > 0 es la resistencia a la fluencia delk-ésimosistema de deslizamiento en un
cristal de referencia y

µ
(r)
(k) =

1

2

(
n
(r)
(k) ⊗m

(r)
(k) +m

(r)
(k) ⊗ n

(r)
(k)

)
(2)

son los tensores de Schmid de segundo orden definidos en términos de vectores unitariosn(r)
(k)

y m
(r)
(k) que representan, respectivamente, la dirección normal alplano de deslizamiento y la

dirección tangencial de deslizamiento delk-ésimosistema de la faser. Todos los tensores de
Schmid pueden expresarse en términos de un tensorµ(k) para el cristal de referencia como

µ
(r)
(k) = Q(r)T

µ(k)Q
(r).

Nótese que los tensores de Schmid poseen traza nula y por lo tanto los dominios de resistencia
plástica (1) son insensibles a las tensiones hidrostáticas. El conjuntoP (r) es un polihedro
convexo formado por el conjunto de hyperplanos (o caras) cuyas ecuaciones están dadas
por las igualdades (1). El conjunto de vértices deP (r) se denotará̂P (r). El borde∂P (r) del
conjuntoP (r) representa lasuperficie de fluenciade la faser. La normal a la superficie de
fluencia dicta la dirección de la tasa de deformación plástica.
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La fase porosa (r = 0), por otra parte, se asume sometida a una presión internap0 de
igual valor en todas las cavidades. Caracterizaremos esta fase como una familia adicional de
‘granos’ con

P (0) = {−p0I} .

Los promedios volumétricos sobre el elemento de volumen representativo y sobre cada
faseΩ(r) se denotarán como〈·〉 y 〈·〉(r), respectivamente. Debido al caracter aleatorio de
la microestructura, las funcionesχ(r) son variables estocásticas que deben ser caracteriza-
das en términos de promedios estadı́sticos (Willis, 1982). El promedio estadı́stico deχ(r)(x)
representa la probabilidad total de primer ordenp(r)(x) de hallar la faser en la posición
x; el promedio del productoχ(r)(x)χ(s)(x′) representa las probabilidades de segundo orden
p(rs)(x,x′) de hallar simultáneamente la faser en la posciónx y la fases en la posición
x′. Similarmente se pueden definir probabilidades de orden superior. Debido a la uniformi-
dad estadı́stica y la ergodicidad asumidas, las probabilidades de primer ordenp(r)(x) pueden
identificarse con las fracciones de volumen (o concentraciones)c(r) = 〈χ(r)(x)〉 de cada fase
r, la probabilidad de segundo ordenp(rs)(x,x′) puede identificarse con el volumen promedio
〈χ(r)(x)χ(s)(x′)〉, y ası́ sucesivamente. Nótese que

∑N
r=0 c

(r) = 1. Por otro lado, al describir
policristales porosos resulta conveniente utilizar el conjunto alternativo de concentraciones
(Lebensohnet al.2011):

f = c(0), y c(r)g =
c(r)

1− f
for r = 1, ..., N. (3)

La variable microestructuralf representa la fracción en volumen de las cavidades, oporosi-
dad, en el policristal con cavidades, mientras que las concentraciones de granos re-escaladas
c
(r)
g representan la fracción volumétrica de los granos con unadada orientaciónQ(r) dentro de

la matriz policristalina, las concentraciones son tales que
∑N

r=1 c
(r)
g = 1. El conjunto de frac-

ciones de volumenc(r)g caracterizan latextura cristalogŕaficadel agregado alrededor de los
poros, mientras que las funciones de correlaciones de ordensuperior caracterizan latextura
morfológicadel agregado, la relación de aspecto y distribución de cavidades.

La resistencia plástica macroscópica del agregado policristalino corresponde al conjunto
de estados de tensiones que pueden producir flujo plástico.Homogeneizando las ecuacio-
nes de campo apropiadas, Suquet (1983) y Bouchitté & Suquet(1991) demostraron que el
dominio efectivo de resistencia plásticaestá dado por

P̃ =
{
σ : ∃σ(x) ∈ S(σ) y σ(x) ∈ P (r) enΩ(r), r = 0, ..., N

}
, (4)

dondeσ representa el estado de tensiones macroscópico que puede producir flujo plástico y

S(σ) = {σ(x) : divσ(x) = 0 enΩ, 〈σ(x)〉 = σ} (5)

es el conjunto de campos de tensiones microscópicos estáticamente admisibles con promedio
volumétricoσ. Nótese que la convexidad de los conjuntosP (r) implica convexidad dẽP . El
borde∂P̃ del conjuntoP̃ representa lasuperficie de fluencia efectivadel sólido policristalino
poroso, superficie que se busca acotar.
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2.2 Algunos sistemas cristalinos

En la Sección 3 se estudiarán en particular sistemas cristalinos con las siguientes simetrı́as
cúbicas:

• sólidos fcc que se deforman por deslizamiento plástico enun conjunto de cuatro planos
de deslizamiento del tipo{111} a lo largo de tres direcciones de deslizamiento (por
plano) del tipo〈110〉, lo cual constituye un conjunto de doce sistemas de deslizamiento
(K = 12). Este conjunto de sistemas de deslizamiento define una superficie de fluencia
con 56 vértices.

• sólidos bcc que deforman por deslizamiento plástico a lo largo de las direcciones
〈111〉 en los planos{110} y {112} —el trepado a lo largo de los planos{123} no
es considerado—, lo cual constituye un conjunto de veinticuatro sistemas de desliza-
miento (K = 24). Este conjunto de sistemas de deslizamiento define una superficie de
fluencia con 132 vértices.

• sólidos iónicos que deforman por deslizamiento plástico en tres diferentes familias
de planos de deslizamiento:{110} 〈110〉, {100} 〈110〉, {111} 〈110〉. Las tres familias
proveen veinticuatro sistemas de deslizamiento (K = 24). Este conjunto de sistemas
de deslizamiento define una superficie de fluencia con 312 vértices.

2.3 Efecto de la presíon interna de los poros en la superficie de fluencia del policristal

La resistencia plástica efectiva del policristal con cavidades presurizadas se puede obtener
a partir de la resistencia plástica del policristal con cavidades vacı́as realizando un simple
cambio de variables. En efecto, seaσ(x) un campo de tensiones admisible en (4) y sea
σ

′(x) = σ(x) + p0I. Luego, el campoσ′(x) satisface las condiciones

divσ′(x) = 0 y σ
′ = σ + p0I, (6)

y en consecuencia
σ

′(x) ∈ S(σ + p0I). (7)

Vale decir queσ′(x) es estáticamente admisible y su promedio volumétrico esσ + p0I.
Además se cumple que las proyecciones de ambos campos de tensiones sobre los planos de
deslizamiento coinciden ya que éstos difieren únicamenteen una componente hidrostática:

σ
′(x) · µ

(r)
(k) = σ(x) · µ

(r)
(k). (8)

En consecuenciaσ′(x) ∈ P (r) enΩ(r) (r = 1, ..., N) y σ
′(x) = 0 en las cavidades. Por lo

tanto,
P̃ (p0) =

{
σ : σ = σ

′ − p0I, σ
′ ∈ P̃ (0)

}
. (9)

Es decir que el dominiõP (p0) de un policristal presurizado es una traslación del dominio
P̃ (0) del policristal sin presión interna, véase la figura 2.
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Figura 2: Efecto de la porosidad en la superficie de fluencia: en el espacio de tensiones, la superficie de fluencia
se traslada una magnitud equivalente ap0I por efecto de la presurización de las cavidades.

2.4 Cotas para superficies de fluencia de policristales porosos

Las cotas externas para la superficie de fluencia (4) se obtienen en este trabajo utilizando
el método de Idiart & Ponte Castañeda (2007a,b) basado en el concepto de “policristal lineal
de comparación”. La idea principal detrás de este métodoes introducir un policristal con
los mismos dominios microestructuralesχ(r) presentes en el policristal (no lineal) en estudio
pero con una relación local lineal entre la tensión y la tasa de deformación. Esta relación
lineal se caracteriza por un tensor de flexibilidad de cuartoorden positivo semidefinido1 y
simétrico. El resultado puede escribirse como (Idiart 2012)

P̃ ⊂ P̃+ =
{
σ : ũ0(σ; S

(s)) ≤ v(S(s)), ∀ S(r) ≥ 0 (r = 1, ..., N)
}
, (10)

donde para el caso de policristales porosos

ũ0(σ; S
(s)) = (1− f) mı́n

σ∈S∗(σ)

N∑

r=1

c(r)g

〈
1

2
σ · S(r)

σ

〉(r)

, (11)

v
(
S(s)
)

= (1− f)

N∑

r=1

c(r)g v(r)(S(r)), (12)

y

v(r)
(
S(r)
)
= sup

σ∈P (r)

1

2
σ · S(r)

σ = máx
σ∈P̂ (r)

{
1

2
σ · S(r)

σ

}
. (13)

El conjuntoS∗ ⊂ S denota el subconjunto de campos de tensiones estáticamente admisibles
con tracción cero en las superficies∂Ω(0) de los poros. La ventaja de escribir las funciones
v(r) como en la primera igualdad de la ecuación (13) es que su cálculo se reduce al conocido
problema de hallar el máximo de una función convexa en un espacio convexo. De hecho,
puede demostrarse –véase el corolario 32.3.2 en Rockafellar (1970)– que el máximo en la
expresión (13) se alcanzará en uno o más de los puntos extremos o vértices del conjuntoP (r).
En el caso de las fases cristalinas el número de vértices deP (r) es finito de manera que la
optimización se reduce a la evaluación de la función objetivo en un conjunto finito de puntos.
El borde deP̃+ representa la superficie en el espacio de tensiones macrosc´opicos que acota

1La caracterı́stica de un tensor de flexibilidadS de cuarto orden de ser positivo semidefinidoS se indica por
la desigualdadS ≥ 0.
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desde el exterior la superficie de fluencia efectiva del sólido policristalino poroso; el mismo
puede escribirse como

∂P̃+ =

{
σ : σ = ΛΣ con||Σ|| = 1 y Λ = ı́nf

S(r)≥0

(
ũ0(Σ; S(s))

v(S(s))

)−1/2
}
, (14)

donde|| · || representa la norma Euclı́dea del tensor. El lector puede encontrar los detalles de
su derivación en el trabajo de Idiart & Ponte Castañeda (2007a).

Para calcular la cota externa (14) debemos pues determinar el potencial de tensiones efec-
tivo ũ0 en términos de la estadı́stica deχ(r) y los tensores de fase de flexibilidadS(r). En vista
de la linealidad local, este potencial puede ser escrito como

ũ0(σ; S
(s)) =

1

2
σ · S̃(S(s))σ, (15)

dondẽS es el tensor efectivo de flexibilidad del policristal linealde comparación. En la prácti-
ca, el tensor̃S no puede ser calculado exactamente y debe ser acotado por debajo —en el sen-
tido de formas cuadráticas— de manera tal que el conjunto (14) aún acota externamente la
superficie de fluencia efectiva de los policristales. Los resultados presentados en este trabajo
hacen uso de la cota inferior de Hashin-Shtrikman derivada por Willis (1982), la cual toma la
forma

S̃ =

[
(1− f)

N∑

r=1

c(r)g

(
S(r) + S∗

)−1

]−1

− S∗, (16)

dondeS∗ = Q−1
0 − S0, S0 es un tensor de flexibilidad de referencia, yQ0 es un tensor

micorestructural que depende deS0 y de la forma de las funciones de correlación de segundo
ordenp(rs)(x,x′) para la distribución de orientación de granos dentro del agregado. El tensor
de referenciaS0 debe ser elegido tal que la desigualdadS(r) − S0 ≥ 0 se mantenga para
r = 1, ..., N . Nótese que los tensores óptimosS(r) deben ser incompresibles; una simple
elección es

S0 =
1

2µ0

K, (17)

dondeK es el tensor identidad incompresible estándar de cuarto orden y(2µ0)
−1 se identifica

con el menor autovalor de todos los tensoresS(r). Con la elección (17), la superficie (14) acota
externamente la superficie de fluencia para todos los policristales con estadı́stica de primer y
segundo orden prescripta. El resultado (16) también sirvepara generar cotas parasubclases
de policristales con una estadı́stica prescripta; eligiendo

S0 = S̃, (18)

el S̃ resultante reproduce exactamente la estimación llamada Autoconsistente. Esta estima-
ción es particularmente precisa para sólidos policristalinos como los considerados en este
trabajo —véase, por ejemplo, Lebensohnet al. (2004)—, pero más importante aún, es cono-
cido que es exacta para una subclase especial de policristales con una estadı́stica prescripta de
primer y segundo orden, la cual consiste en microestructuras jerárquicas con una amplia se-
paración de escalas. Por lo tanto, la superficie resultante(14) acota externamente el dominio
elástico de todos los policristales que pertenecen a esa subclase particular —véase Nebozhyn
et al. (2001).
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2.4.1 Relajaciones variacionales

El cálculo de la cota (14) puede simplificarse restringiendo el conjunto de tensoresS(r) a
aquellos de la forma

S(r) = 2
K∑

k=1

α
(r)
(k)µ

(r)
(k) ⊗ µ

(r)
(k), α

(r)
(k) ≥ 0, (19)

dondeµ(r)
(k) son los tensores de Schmid de la fase cristalinar y las variables escalaresα(r)

(k)

representan las flexibilidades de los sistemas de deslizamiento. Esta clase de tensores de
flexibilidad surge naturalmente en las cotas de deBotton & Ponte Castañeda (1995); ellas
facilitan el cálculo de la funciónv y la optimización con respecto a las propiedades lineales
de comparación. Como resultado de la restricción (19) obtenemos una cota más débilP̃ ′

+ tal
queP̃+ ⊂ P̃ ′

+. Nos referiremos a ella comorelajada.
Una segunda simplificación resulta del uso de la desigualdad

v(r)(S(r)) = sup
σ∈P (r)

1

2
σ · S(r)

σ ≤

K∑

k=1

α
(r)
(k)(τ

(k)
0 )2

.
= v(r)

′′

(
α
(r)
(k)

)
(20)

para reemplazar la funciónv en (14) por la función relajadav′′ similarmente definida en
términos de las funcionesv(r)

′′

; el resultado se puede escribir como

∂P̃ ′′
+ =



σ : σ = ΛΣ con||Σ|| = 1 y Λ = ı́nf

α
(r)
(k)

≥0

(
ũ(Σ;α

(s)
(k))

v′′(α
(s)
(k))

)−1/2


 . (21)

El sentido de la desigualdad implica que la cota resultanteP̃ ′′
+ es tal quẽP+ ⊂ P̃ ′

+ ⊂ P̃ ′′
+. Esta

cotacompletamente relajadaes precisamente la cota derivada originalmente —siguiendouna
ruta diferente— por deBotton & Ponte Castañeda (1995). Nótese que la desigualdad en (20)
se vuelve una igualdad cuando el número total de sistemas dedeslizamiento a nivel de cristal-
simple es cinco y todos ellos son linealmente independientes. En ese caso, las cotas∂P̃ ′

+ y
∂P̃ ′′

+ coinciden.

3 Resultados para sistemas materiales especı́ficos

Las cotas lineales de comparación presentadas en el capı́tulo anterior se aplican aquı́ a
varias clases de sólidos policristalinos isótropos y porosos. En todos los casos se asume que
tanto la textura morfológica como la cristalográfica sonestad́ısticamente iśotropas, por lo
tanto los agregados exhiben una isotropı́a plástica global. Esto es equivalente a asumir que
las funciones de correlación de segundo ordenp(rs) son isótropas y quec(r)g = 1/N (r, s =
1, ..., N). En vista de la isotropı́a global la superficie de fluencia efectiva puede ser expresada
en términos de los tres invariantes isótropos del tensor de tensiones definidos por

σm =
1

3
trσ, σe =

√
3

2
σd · σd, y cos(3θ) =

27

2
det

(
σd

σe

)
, (22)
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dondeσd es la parte desviadora deσ. El invariante de tensionesθ es una función homogénea
de grado cero enσ y caracteriza la ‘dirección’ de las tensiones de corte macroscópicas en el
espacio desviador: los valores particularesθ = 0 y θ = π/6 corresponden a cargas de corte
axisimétrico y simple respectivamente. En este trabajo s´olo consideraremos el caso de cargas
axisimétricas. Por último, la triaxilidad del estado tensional se define comoXσ = σm/σe.

Los resultados que se presentan a continuación corresponden a sistemas materiales con
doscientas orientaciones cristalinas (N = 200). Estas orientaciones se fijan mediante el algo-
ritmo de Sobol (1967) para lograr texturas aproximadamenteisótropas. Los algoritmos utili-
zados en varios otros aspectos del cálculo han sido descriptos por Idiart (2012). De aquı́ en
adelante, las cotas no relajadas de Hashin-Shtrikman y Autoconsistentes se designarán por
HS y SC, respectivamente, mientras que sus versiones relajadas se designarán por HS” y SC”.
Las cotas intermedias relajadas no han sido consideradas eneste estudio.

La figura 3 muestra las cotas para las superficies de fluencia devarios sólidos cúbicos
con moderado nivel de porosidad (f = 0,05) y una resistencia a la fluenciaτ0 para todos los
sistemas de deslizamiento. Se observa que la cota elementalde Taylor produce una superficie
cilı́ndrica abierta paralela al eje de tensiones hidrostáticas, mientras que las cotas de Hashin-
Shtrikman y Autoconsistente producen superficies suaves, cerradas y convexas dentro de la
superficie de Taylor, como es de esperarse. La principal observación en el contexto de esta
figura, sin embargo, es que en todos los casos la relajación variacional produce un detrimento
considerable en las cotas lineales de comparación. El impacto global puede ser cuantificado
por comparación de las normas de los dominios elásticos encerrados por la resistencia plásti-
ca. Se encontró para sólidos cristalinos cúbicos fcc y i´onicos un modesto valor de∼ 15%
pero mayor en el caso de los sólidos bcc llegando al∼ 25%2. Sin embargo, el impacto varı́a
ampliamente con la triaxilidad en tensiones considerada. El impacto observado en las cotas
para la resistencia al corte es menor al2% en sólidos fcc y bcc, del∼ 7% en sólidos ióni-
cos, mientras que para la resistencia hidrostática es del∼ 22% en sólidos fcc,∼ 29% en
sólidos iónicos y∼ 40% en sólidos bcc. En todos los casos, el impacto es significativamente
mayor que el observado previamente por Idiart (2012) en policristales sólidos sin porosidad.
Además, se observa que las diferencias entre las cotas no relajadas correspondientes para fcc
y bcc son mayores que aquellas entre sus contrapartes relajadas. Por lo tanto, la relajación
pareciera reducir la sensibilidad de las cotas a la cristalinidad de la matriz.

Más notable aún es el hecho de que las cotas no relajadas de HS son más estrictas que
las totalmente relajadas SC” por encima de cierta triaxilidad de tensiones en sólidos iónicos
y bcc; este hecho no ha sido observado en el contexto de sistemas sólidos sin porosidad.
Recordando que los resultados para HS no relajado constituyen cotas superiores rigurosas
para todos los demás resultados incluyendo los resultadosde SC” –se recuerda al lector que
las cotas Autoconsistentes son un resultado exacto para unaclase muy especial de cristales.
Esto es indicativo de que la pérdida resultante por la relajación (20) depende más fuertemente
de los parámetros materiales tales como la heterogeneidaden el contraste que del número de
sistemas de deslizamiento de los cristales del agregado. Recordemos que las técnicas lineales
de comparación como las consideradas en este trabajo arrojan predicciones bastante realistas
para bajas y moderadas triaxialidades pero predicciones irrealistas bajo grandes triaxialidades

2Los porcentajes corresponden a la diferencia entre las cotas relajadas y no relajadas relativos al resultado
no relajado.
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Figura 3: Cotas para la superficie de fluencia de policristales cúbicos isótropos con porosidad moderada (f =

0,05), sometidos a cargas axisimétricas. Las lı́neas discontinuas indican direcciones de triaxilidad constante
(Xσ = 1/3, 1, 2, 4).

—véase, por ejemplo, Lebensohn et al. (2011), Idiart & Ramos Nervi (2014). Mientras que no
se espera que las mejoras significantes halladas en este trabajo provean predicciones realistas
para altas triaxialidades, sı́ se espera que aumenten el rango de triaxialidades en tensiones
para el cual las mismas son precisas.
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pp. 107–133.
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