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Resumen

Este trabajo es continuacién de los que expusiera a esta Academia en
2006 y 2007. Aqui, redefinimos la topologia localmente convexa utilizada en
las comunicaciones anteriores a partir de una topologia definida por los
conjuntos cuyos puntos son internales, y establecemos las diferencias y
similitudes entre ambas topologias.

Abstract

This paper is a continuation of those I exposed at this Academia in
2006 and 2007. In this paper, I redefine local convexity topology of those
papers, using another topology definite by invariance core sets, and
establishing differences and similitudes from both them.

AMS (1991): Mathematics subject classification 52A01

1.- Introduccion y definiciones basicas

Puesto que este trabajo es una continuacion de [1] y [2], daremos las
definiciones que utilizaremos con las notaciones alli introducidas.
Simbolizaremos con “xUS” a “{x }US”; con “S\x”, a “S\{x}”, donde “\”
es la diferencia de conjuntos. Asimismo denotaremos con “A”” el
complementario de A, es decir, A’= X\ A. Ademas, “si y solo si” se
escribira “sii”. Omitiremos enunciar diversos resultados de [1] y [2],
remitiendo al lector a dichos trabajos cada vez que sean utilizados.
Sean X = y 8: X2»P(X), 8(a; b) = la,b] una funcién donde [a,b] se
llamara segmento cerrado a, b. Si a # b, los segmentos [a,b) = [a,b] \ b
y (a,b] = [a,b] \ @ son semicerrados y (a,b) = [a,b] \ {a,b} es abierto.
Diremos que CcX es convexo, o que Ce €, sii ®{a,b} < C, [a,b] < C.

Una geometria lineal densa, extensible y completa es un par (X, 8)
que cumple los siguientes axiomas:

(LD {ab}clabl=[bal A la,a]l clal.

(L2) {belacl ncelbd]l Anbzc} = belad].

(L3) {c ¢ la,b] A b ¢la,cl} = lablnla,cl ={al.

(L4) ¢ € [a,b] = [a,b] = [a,clule,b].

(C) {celabi] A delebs]} = 3b e [b,bsl, d € la,b].
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D) a#zb = Ixe{ab},x e lab].

U) a#b = dcelab},aclcbl].

S)[azb AnacCeC] = Fcela,bl, { Cnla,b] = [a,c] v Cla,b] = [a,c) }.
Los siete primeros axiomas caracterizan las geometrias lineales
densas y extensibles, mientras que el dltimo es el axioma de
completitud. La designacion de los axiomas asi como la notacién para
segmentos, rectas y semirrectas es la utilizada por Coppel [4].
Sia#b,<ab>={x:xela,b]l vaeclx,b] vbela,x]}es una recta. Las
semirrectas son [a,b>={x:xecla,b] vbela,x]}, (a,b>=[a,b>\a,
<a,b] ={x:xela,b]l vaelx,b] } y<a,b) =<a,bl \b. Si BcXy B\a # &,
el cono de vértice a generado por B es [a,B> = U{[a,b>:b ¢B\a}.
Si ABX y Az0#B, el join de A,B es el conjunto
JAB)=uU{la,bl:acAAbeB}. Si AL Be€C y A#J#B, entonces
J(A,B)e €. Como € es interseccional, la cdpsula convexa de ScX, sera
conv S =N {Ce€: ScC}. Si Sc=X es no vacio y finito entonces diremos
que P = conv S es un politopo. Ademas, definimos el mirador de
ScX, mediante mir S = { xeS: ®yeS, [x,yl=S }. Asi, S es convexo sii
mir S = S. Por otra parte, si mir S # &, diremos que S es estrellado.
De los axiomas (L1) y (C) se deduce que el espacio es de JD-
convexidad T, y en consecuencia de T-convexidad (ver [3]), es decir,
®©ScX, mir S es igual a la interseccion de la familia de las
componentes convexas de S, o sea, de los convexos maximales
incluidos en S.

En este trabajo utilizaremos la topologia £ y la J, ya estudiada en
[1] y [2]. Con L y con J denotaremos, respectivamente, las familias
de los conjuntos abiertos, mientras que con £,y con J, las familias
de los cerrados. En los operadores de cada topologia, deberemos
indicar cuadl es la topologia considerada.

2.- Topologia lineal £

Sea ScX, xeS es punto internal de S, y escribiremos xeinter S, sii
eyeX\x, Ize(x,y), [x,z]cS.

Proposicion 2.1. xeinter S < 3S,cS, [xemir S, A [x,S,>=X].
Ejemplo 2.2. El operador internal no es idempotente. En efecto, sea
S={(x;y)eR%x?+y2 <1} \ {(x; y)eR% x>0 Ay>0 A (x—1)?+y2>1}.
En este caso, (0; 0)e inter S, pero (0; 0)¢ inter(inter S).

Teorema 2.3. £L={S c X:inter S=S} = (X,£) es espacio topolégico.
Demostracion. Evidentemente, Je L y Xe L. Sean {A;: iellcLy
A =U{A;:iel}. Asi, por 3.1 [1], ®iel, A; = inter A; c inter A. Luego,
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A c inter A, pero como inter A c A, resultainter A=Ay Ae L. Sean
{Bi:1<i<n}cLyB=n{B;:1<i<n}. En consecuencia, por 3.2 [1],
inter B = N{inter B;: 1<i<n} =n{B;: 1<i<n}=B. Luego, inter B=B
y Be L. Consecuentemente, (X,£ ) es un espacio topolégico.

En (X,£), £ esla topologia lineal y S — X es £ —abierto sii Se L.
Diremos que U es £ —entorno de xeX, o que UeV,, (x), siixecUe L.
Ejemplo 2.4. (X,£ ) no es localmente convexo. En efecto, sea
S={(;yeR%x?+y? <1} \ {(x;y)eRE x>0 Ay>0 A (x-1)*+y2=11}.
De esta forma Se £; sin embargo para p =(0; 0)eS, no existe UcS tal
que UeV, (p) y sea convexo.

Si ScX, el £ —interior de S es £L-int S = {xeS: 3UeV, (x), Uc=S }.
Evidentemente, £-int S = U{ Ae £L: AcS }. Diremos que C es un £ -
cuerpo convexo sii C es convexo con £ -int C # . Las dos siguientes
proposiciones resultan respectivamente de 3.5y 3.4 [1].
Proposiciéon 2.5. CeC = inter C= L-int C €C.

Proposicién 2.6. (peCeC ArxeLl-intC) = (px] < £L-int C.
Proposicion 2.7. Sean ScX estrellado tal que L—int(mir S) # &, y
S; = L-int S. Entonces S; es estrellado y L—int(mir S) ¢ mir S;.
Demostracion. Sean ScX, x e L~int(mir S) y peS;. Por la T-convexidad
existe C componente convexa de S tal que x, peC. Puesto que
mir Sc C, xeL—int C y como peC, por 2.6 (p,x] ¢ £-int C = S;. Pero
peS; y en consecuencia, [p,x] =S;, S; es estrellado y xe mir S;.

3.- Topologia localmente convexa J

La topologia £ nos permite expresar algunas definiciones dadas en
[1] en funcién de la topologia lineal. En efecto, la definicién de
entorno convexo dada en [1] ahora puede expresarse de la siguiente
forma: Diremos que U es entorno convexo de xeX, o que Ue V, (x), sii
xeUeLlnNC.

Segun vimos en [1] decimos que un conjunto ScX es J —abierto sii
exeS, 3Ue V; (x), UcS. De esta forma, (X,J ) es un espacio topolégico
localmente convexo.

Resulta oportuno destacar que esta topologia es la core-topology
definida en los BW-espacios ( o espacios de Bryant y Webster) como
puede verse en I11.5.4 [5]. Si analizamos la definicién de los BW-
espacios, vemos que efectuando las correspondientes equivalencias
a nuestro sistema axiomatico, un BW-espacio es un par (X, 8) que
cumple los axiomas (L.1)-(L4), (C) y (D). De esta forma, en virtud de
II1.5.8 [5] resulta el teorema siguiente.
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Teorema 3.1. Si (X, 8) es una geometria lineal densa, extensible y
completa, entonces (X, J ) es un espacio topolégico de Hausdorff,
localmente convexo, tal que todo politopo es J —compacto.
Este resultado, es sumamente importante para nuestro trabajo ya
que al ser (X, J) un espacio de Hausdorff cumple:

exeX, eyeX, [x 2y = AUeV,(x), IVeV,;(y), UnV =T ].
que es el Corolario 5.1 de [1], del cual se deduce inmediatamente el
primer axioma topolégico (Ax 1) exeX, NV;(x) = {x }. Cabe destacar
que para demostrar en II1.5.8 [5] que el espacio es de Hausdorff, se
construye un hiperplano cerrado que deje a los puntos x, y de distinto
lado, para lo cual se utiliza la completitud (S) que fue introducida en
[2]. Por otra parte, los politopos son conjuntos J —cerrados por ser
J —compactos. Asi, por la definicién dada en [5], la terna (X, J., €)
es un espacio de convexidad topolégico.
Evidentemente, para obtener resultados andlogos a los de la
convexidad en espacios vectoriales topolégicos, lo mas conveniente va
a ser trabajar con la topologia localmente convexa J agregando
udnicamente los axiomas topoldgicos (Ax 2) y (Ax 3), puesto que (Ax 1)
se obtiene como consecuencia de ser un espacio de Hausdorff. Dichos
axiomas expresan en una forma mas débil propiedades de las
homotecias en espacios vectoriales topolégicos. En este trabajo
reemplazaremos (Ax 2) y (Ax 3) por un tnico axioma del cual se
deduce (Ax 2) y se obtiene como corolario (Ax 3). Este nuevo axioma
se llamara homotético-topolégico y se notara con (HT).
(HT) Sean «, y, p tres puntos distintos de una recta, y sea Ue V; (x)
tal que Un{y, p} = &. Entonces existen VeV, (y) y una funcién
biyectiva f:U—V, tal que f(x) =y ; ademas si f(x;) = y; , entonces x,
y1, p son también tres puntos distintos de una recta igualmente
ordenados que x, y, p.
A diferencia de (Ax 2), en este axioma no se indica ningin orden de
los puntos x, ¥, p. De esta forma, al afirmar que los puntos x1, y;, p se
encuentran igualmente ordenados que x, y, p pueden darse los
siguientes casos mutuamente excluyentes:
(D xe(y,p) = x1€(y1,p). (2) ye(x,p) = y1€(x1,p). (3) pe(x,y) = pelxy, yo).
Los casos (1) y (2) permiten probar (Ax 2), mientras que de (3) se
obtiene (Ax 3) afirmando ademas que entre los dos entornos existe
una funcién biyectiva, lo cual no se deducia de dicho axioma. En
efecto, teniendo en cuenta el enunciado de (Ax 3) obtenemos:
Proposicion 3.2. La siguiente condicion es equivalente a (Ax 3):
lyex,2) AyeUeV; (x)] = [AWeV; (2), 0z,eW, Jx,€eU, ye(xy,z1)].

394



Puesto que (Ax 2) y (Ax 3) se obtiene de (HT), todos los resultados
probados en la topologia J con los axiomas topoldgicos seguiran
siendo véalidos en dicha topologia con el axioma (HT).

En la topologia localmente convexa J con el axioma (HT), por 5.4 [1],
si C es convexo entonces J—cl C es convexo. De esta forma, 3.3y 3.4
son consecuencias de este resultado y de la T-convexidad.
Proposicion 3.3. ®ScX,[ S es J—cerrado = mir S es J—cerrado ].
Demostracion. Si C es una componente convexa de S, entonces
CcI -l CcJ—-clS=S. Pero por 5.4 [1], I —cl C es convexo y en
consecuencia por la maximalidad de C es C = J —cl C. Luego, mir S es
J —cerrado por ser interseccién de componentes convexas J —cerradas.
Corolario 3.4. ®ScX, [ S es J —compacto = mir S es J —compacto ].
Demostracion. Si S es J —compacto, es J —cerrado. Luego, por 3.3
mir S es J —cerrado y como mir S S, resulta J —compacto.

En un espacio vectorial normado, un conjunto es acotado y finito-
dimensional, si y s6lo si estd incluido en un politopo. De esta forma,
este concepto puede expresarse en nuestro contexto axiomaético.
Puesto que los politopos son J —compactos obtenemos el corolario
siguiente.

Corolario 3.5. Si ScP, donde P es un politopo y S es J —cerrado,
entonces S y mir S son J —compactos.

La siguiente proposicién es anéloga a la 2.7 valida para la topologia L.
Proposicion 3.6. Sean ScX estrellado tal que J-int(mir S) # &, y
S; = J-int S. Entonces S; es estrellado y J—int(mir S) ¢ mir S;.

4.- Algunas relaciones entre las dos topologias

De algunos resultados validos para la topologia localmente convexa
J que se obtengan sin utilizar el axioma (HT) o los axiomas
topolégicos dados en [1] se pueden deducir propiedades de £. En
efecto, como J < £, entonces (X, £ ) es un espacio de Hausdorff. Por
otra parte, J.c £ ., y en consecuencia, los politopos son conjuntos
L —cerrados, es decir, cerrados en la topologia £ . De esta forma,
X, £., €) es también un espacio de convexidad topolégico. Resulta
inmediato que, si ScX, entonces J—int S ¢ £ —int S cinter Sy £ —
clScJ—-clS. Ademis, si Ce@, inter C= L —-int C=J -int C. A
diferencia de lo que ocurre en los espacios de convexidad topolégicos
en donde la dnica condicién de compatibilidad que se pide para su
topologia es que los politopos sean conjuntos cerrados, en este caso
ambas topologias son intrinsecas a la estructura de convexidad.
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5. Conclusiones

Evidentemente, la J —topologia con el axioma (HT) permite
desarrollar una teoria andloga a la de los espacios vectoriales
topolégicos con todas las limitaciones ya citadas en [2]. Sin embargo,
resulta de interés estudiar la L-topologia no solamente como
generadora de la J—topologia sino para ver qué propiedades
subsisten en ella.

Referencias

[1] J. C. Bressan, “Axiomas topoldgicos en una geometria lineal densa y
extensible”, Anales de la Academia Nacional de Ciencias de Buenos
Aires, T. XL (2006), 231-238.

[2] J. C. Bressan, “Axiomas topolégicos y separacién en una geometria
lineal densa, extensible y completa”, Anales de la Academia Nacional de
Ciencias de Buenos Aires, T. XLI (1) (2007), 383-391.

[3] J.C.Bressany F. A. Toranzos, “Visibility cells and T-convexity spaces”,
Compos. Math. 83 (1992), 251-257.

[4] W. A. Coppel, Foundations of Convex Geometry, Cambridge University
Press, 1998.

[5] M. Van de Vel, Theory of convex structures, North-Holland, Amsterdam,
1993.

Universidad de Buenos Aires
Departamento de Fisicomatematica
Facultad de Farmacia y Bioquimica
Junin 956 - (1113) CABA - Argentina
jbressan@mybfyb.ffyb.uba.ar
bressanjuancarlos22@gmail.com

396



