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Abstract

In this note we evaluate the multiplicative products of Dirac’s delta by
using sixteen different definitions of the 5 and by means of the approxima-
tion of the factors for distributional singular kernels of identical structure.

We observe that it can be shown that our expressions are closely re-
lated with the methods used by P. Antosik, A. Gonzalez Dominguez, J.
Mikusinski and R. Sikorski, among others.

We obtain the equations 82 =0 and 6= 0, k=1,2,..., and these conclu-
sions are very useful for the applications, especially in the quantum-theory
of fields.

We will only enunciate the statements and the conclusions whose
proofs in detail appear in the books and articles of the Bibliography.

Sumario

En esta nota evaluamos productos multiplicativos de la 5§ de Dirac
usando dieciséis diferentes definiciones de la 5 y mediante la aproximacién
de los factores por nucleos singulares distribucionales de idéntica estructu-
ra. Nuestras expresiones estan intimamente relacionadas con los métodos
usados por P. Antosik, A. Gonzalez Dominguez, J. Mikusinski y R. Sikorski,
entre otros.

Obtenemos las ecuaciones 8> =0y 8k =0, k = 1,2,... y estas conclusio-
nes son muy Utiles para las aplicaciones, especialmente en la teoria
cuantica de campos. Aca solamente mencionamos los enunciados y las con-
clusiones cuyas demostraciones aparecen, detallada y explicitamente, en los
libros y articulos de la Bibliografia.

Sobre la &
I. Definiciones
1.“D”
D=C;.

D es el espacio de las funciones complejas f{x) de n variables reales
infinitamente derivables y de soporte compacto.
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2. “D[ll
D’= dual de D.
D’ es el conjunto de funcionales lineales continuas definidas en D.

3. Distribucion:
Es una funcional lineal continua definida en D.

4. Continuidad:
Una distribucidn es continua si cada sucesion ¢,(x)e D verifica:

(a) ¢,(%) tienen soportes en un mismo compacto fijo.
(b) ¢, ——— ¢, uniformemente.
n— oo

() o — ¢% , uniformemente,
n —> oo

¢¥) = derivada de orden kde f, k=12... .

5. Expresion de una distribucion 7(x):
<T,0>=<T(¥),0(3) >= [ T (@) (3)d%, @
X=(x,....,x,)eR", dx=dxdx,...dx,, p(x)e D .
I1. Definiciones de la é de Dirac
En Fisica, la delta § de DIRAC (Paul Adrien Maurice Dirac, in-
glés, 1902 - 1984) se define de la siguiente manera:
Sea 8(x) una funcién tal que verifica las siguientes condiciones:
1. 8(x) =0 six=0,
2. (x)=03$ x=0, 2
3. fS(x)dx =1.
La definicion (2) es incorrecta, sin embargo, puede darsele un

sentido correcto estricto apelando a la teoria de distribuciones. Otra
forma incorrecta de presentar la & de Dirac es la siguiente:

Sean _ .
R PRI S A
SLFGI]=

= J.Rne'i“_"bf (X)dx(transform ada de Fourier de (X))
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yS LSOl =
1

= - J.R”e"d’f ” f(¥)dx(antitrans formada de Fourier de (). (4)
(2n)?
Escribamos o
<3(8), >=<8,3(9) >=<5, [ ¢"p(5)dy >=
= [ o7 =< 1,0() >,
o sea,
3@) =1, (6)
y
3 (1) =38. (7
Formalmente,
1 P<X,y> - _ =
=o' 1 =8 (). (8)

(n)?
Sin=1, tenemos

1 -
8(x)=——[ e dy. 9)
(2n)?
La formula (9) es la representacion espectral de la 6 de Dirac.

1. Primera definicion de la § (Gelfand)

Definimos:
<8, >=<08(X),0(X)>=9(0). (10)
Sea la funcién de Heaviside:
0 six <0,
H(x) ={ .
1 six>0.

Resulta

H'(x) =9 (0) = 8 (x).
La S asi definida es un ejemplo de una distribucién que no es una
funcién. En efecto, se prueba que no existe ninguna funcién f(x) lo-
calmente integrable tal que

[ o/ 9(2)di = 9(0), Vo() € C.
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2. Segunda definicidon de la § (Marcel Riesz)

Sea
o—1
_ X

R, = s
I'(a)
donde

o x, six>0,
x+ = .
0 six<0.
o eC, Reo. >0,
y
o) = J':e"t“" dt (funciéon gamma).

Se prueba que
R, (%), =8, YR (), =8,

3. Tercera definicion de la 6 (Alberto Gonzélez Dominguez)

Partiendo de la formula clasica:
I 2

© .2 T )y --
Jehewydx:(IJeM»;

Gonzalez Dominguez prueba que
L
1 2
STV L2
v e’ =3. (13)

lim

V=30

La formula (13) demuestra una formula debida a Bogoliubov:

8 =9(0) =~tim — [ ,sin(p* Yo (p)d'p. (14)

4. Cuarta definicién de la 6 (Alberto Gonzéalez Dominguez)

La siguiente formula es valida:
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J, (a)———3,
a— oo
_ (ZE)%

r(%)

donde Q (4rea de la esfera unitaria en R™)

. ( 1)\/( )m+2v

J,.(x funcion de Bessel 1? especie).
()= z"v'r(m+v+1) ( pecic)

5. Quinta definicion de la § (Alberto Gonzalez Dominguez y
Marcel Riesz)

Sean
2:_(toa 4 )ER”,
u=tl—tl—... =2,

r { R"/t, > 0,u > 0}(1nter10r del cono del futuro),

+

I', =clausura de I' ,
V, = heRy, >0, y2-yi—..=y2 }
Llamaremos R (retardada) a la familia de funciones ¢ (7) introdu-
cida por Marcel Riesz, que verifica:

1L 0@ =Fu),
2. soporte o0@)cT,
3. &0(@)e L, (Iocalmente integrable), si jeV,.

Sea el nlcleo de M. Riesz:

o-n
2

R, (u)= 7@ site I'_,
0 sitel,,
= o - 0—n+2
donde H (o)=m ? 2‘“F(E)1“(T).

Se prueba (A. Gonzéalez Dominguez y S. E. Trione) que el ntcleo R, (u)
verifica importantes propiedades. Nos interesa las dos més relevan-
tes:

i) 0R, (u)-38, (16)
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donde

2 2 2 ¥
OF = 8_2_8_2__”_3_2 Jk=1.2,...
dt, ot ot

Ok es el operador n-dimensional ultrahiperbdlico, iterado k veces
y

ii)R,(u)=35. a7)
6. Sexta definicion de la § (A. Gonzalez Dominguez y M. Riesz)

Consideremos la familia R introducida por Marcel Riesz:

mu - L
n__(zTn_)zO(Ju[(mzu)2 site T,,
W, (um)={m > 2 F(E) 2
0 site T,

a es un parametro complejo, mes un ndmero real no negativoy nes
la dimension del espacio. W, (u, m) es una funcion ordinariasi R a > 1,
si R a<nesunadistribucion. A.Gonzalez Dominguez y S. E. Trione
prueban, entre otras propiedades, que vale:

)P +m> Fw,,(u,m=5, (18)
donde , , , , '
0 0 0 d
O+m?}F = {—+ b — .- ——mz} ,
or’ o, o, az;,,

k=12... p+g=n

{0 + m?}kes el operador n-dimensional ultrahiperbélico de Klein-
Gordon, iterado k veces.

i) Wo(u,m=0 = R,(u)

y

iii) Wo( u, m) = 6. (29)

7. Séptima definicion de la § (Alberto Pedro Calderén)

Sea el nucleo de A. P. Calderdn (también dado por N. Aronszajn,
K. T. Smith y L. Schwartz)

A= A4, (| x Pym,m) = Blos,m,n)( x |2)T"Ku[<m2 E 2)5},

2
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[x P=x}+...+x2,m>0,nentero 2 2, a.€ C,
me o pa
2 2 2
e’ 2 ’m
B(o,mn)= ————,

@nfn%)

1 L)L)

K, (z) (funcidén modificada de Bessel de 3% especie),
2 SenTy
v # entero.
E v+2m
I,(z)= Z 2 0 -

o mT(v+m+1)

—e 2J v [Ze i?) (funcién modificada de Bessel de 1* especie).

A. P. Calderon prueba:
1. OKAx= 5, (20)
2. Ay=6. (21)

8. Octava definicion de la § (S. E. Trione)

Sea G, (P+iQ m, n) la distribucion causal (anticausal) dada por:

Lon 1
G, (P1i0,m,n)y= H, (m,n)(Pti0)* > K [(m2(Pii()))2:|,

2

donde mes un real positivo, a €C, K, designa la funcion modificada
de Bessel de tercera especie,
L Ly 1o
e 22 2g 21 2\272
H, (m,n)= (m”) .

@) T(S)
Sea X =( X3, X)) € R",
(P+i0)* = [im (P ig | x [2)* (Gelfand),
€0

€>0,|x]P=x"+..x},0eC

P = P(x) =x12+...+x12,—x§,+]—...—xi+q,

p + q=n (dimensién del espacio). Las distribuciones (P = iQ * son
analiticasen a salvoen o= —ﬁ—k, k=0,1,... , donde tienen polos
simples. 2
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Era importante darle un sentido a (PiiO)Tk . Esto esta resuelto
por S. E. Trione en un trabajo intitulado “Sobre la formula de L.
Schwartz”, 1973. El titulo se debe a que se obtiene una importante
formula (sin demostracién) de L. Schwartz que expresa la transfor-

mada de Fourier de h entero positivo. Nuestra férmula per-

|x |n+2h !

mite dar un sentido de modo natural a los llamados “infinitos” de la
electrodindmica cuantica.

Este teorema que relaté no es tan sé6lo un desvario, un juego in-
telectual matematico. En efecto, es usual que me pregunten para qué
sirve lo que hago, mas aun han llegado a preguntarme si sirve para
aplicaciones a la realidad nacional. Me resulta facil responder que la
Teoria Cuantica es imprescindible en los niveles atémico, subatomico
y nuclear. Pero también en la vida real, pues se usa en la electroéni-
ca (transistores, microprocesadores y componentes eléctricos), semi-
conductores y superconductores; en criptografia, en cosmologia
tedrica y para la instrumentacién médica: laseres y tomografos.

En efecto, cito textualmente lo escrito por Henri Poincaré (1854-
1912):

“La creacién matematica, sin embargo, no consiste simplemen-
te en hacer combinaciones de cosas ya conocidas: cualquiera
puede hacer esto, pero las combinaciones asi practicadas serian
infinitas en namero, y la mayor parte de ellas completamente
desprovistas de interés. Crear consiste precisamente en evitar las
combinaciones inutiles y realizar aquellas que son atiles y que
constituyen una pequefia minoria. Invencion es discernimiento,
seleccion”.

Dos importantes propiedades de G, (P £iQ mn), analogas a las del
nucleo de Calderén son:

i) Teorema 1 (S. E. Trione) Vale la siguiente férmula
{0+ m*Y¥ G, (P+i0, m,n) =3. (22)

La formula (22) significa que las distribuciones

G, (P+i0,m,n),n>2,k=1,2,... son soluciones elementales causales
(anticausales) del operador ultrahiperbélico de Klein- Gordon,
iterado k veces.

ii) Teorema 2 (S. E. Trione) La siguiente expresion es valida:

G,(P£i0,m,n) =39. (23)
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Notas

1. Las soluciones elementales Gy( P +iQ m,n) tienen la misma forma
para todo n>2. No pasa con otras soluciones elementales que depen-
den de la paridad de n.

2. El caso particular del Teorema 1 correspondiente an=4 k=1
g=1 g=, n°de términos negativos de la forma P(x) es especialmente
importante.

En este caso, las correspondientes soluciones elementales son:

G,(P+i0,m4) =— 4”“'2 K {|}n2(P+ iO)]lf}:
T

G, (P —i0,m,4) = f—izKl{Enz(P —iO)}}-
T

La formula (24) es una expresién util de la famosa “funcion magica”
0 “propagador causal” de Feynman (Richard Feynman, estadouni-
dense, Premio Nobel de Fisica, 1965).

Es por esta raz6n que hemos decidido llamar causal (anticausal) a la
distribucion G, (P £iQ m,n).

9. Novena definicion de la § (S. E. Trione)

Poniendo m=0 en G, (P £iQ m,n) resultan las distribuciones causales
(anticausales):

ere A=Y o
H, (P+i0,n)= 2 (P+i0) 2,
= o
2 (W)ZF(E)

a € C, ges el numero de términos negativos de la forma cuédratica
P = P(x). Las distribuciones H,( P i 0 n) son las analogas causales
(anticausales) del nucleo eliptico de Marcel Riesz y tiene analogas
propiedades. Las principales propiedades son:
i) H,( P4 0 n) es la solucién causal (anticausal) del operador ultra-
hiperbolico, iterado k veces (k=1 :

OkHZk(PiiO,n)ZS, (26)
N K |
O ==t .= — = , ptq=n.
{Bxlz ox>  ox., ox>,, } pra=n
i) Ho( P4 Q = 6. @7)
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Notas
1. Latransformada de Fourier de G, (P£iQ mn) es:

riled

f—

3lG, (P+i0,m,n)]= < ’ —(m*+ Q £i0) ?, (28)
(@n)?
donde
(m* +Q1i0)* =jm (m*+ Qxie | x |))*, (29)

O=0) =y’ +..c4 ¥V, Vi —Vog PTq=n,

2. Latransformada de Fourier de H (P & Q n) es:

yided

f—

e ? *
S[H, (P+i0,n)]= —(Q%i0) 2. (30)
(2r)?
3. Valen las siguientes productos multiplicativos (S. E. Trione)
i) (P+i0)* (P+i0)* = (P +i0)*™*, (31)
A, A+ eC
y
i) (m?+Q+i0)*.(m* +Q +i0)* = (m> + Q +i0)*™ (32)
A, A+ peC.

1. =0y &=0Q k=12...
Sea
(x+ io)x :lt'm(Xiie)x,

=0

donde el limite es entendido en el sentido de las distribuciones. El
producto multiplicativo (x i0)*.(x £i0)*, A, n € C, aparece frecuente-
mente en la teoria cuantica de campos y no tiene, en principio, sen-
tido. B. Fisher esboza una demostracién de la validez del producto
multiplicativo
(x2i0)* (x £i0)** A, A +ueC
Nuestro método apela a la definicion de (x4 Q 'y a la aproximacion
por funciones (de idéntica estructura). Resulta
(x£i0)* (x £i0)* = Jim (x T ie)" .lim (x +ig)* =
e —0

g0

= lim (x £ie)*™* = (x £ i0)*™,
=0
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Esta definicidn de producto multiplicativo esta intimamente relacio-
nada con los métodos usados por Mikusinski y Vladimirov. Por como-
didad exhibo las definiciones de la §(x) a continuacion:
Definiciones de las § y 8" de Dirac

1. <3, >=<8(x),0(x) >=¢(0)

2. Rm()c)LF0 =9

3. R, (x)|az_n =5

8. R,u)=3
9. b+mfw, w.m=35

10. W,(u,m)=39
11. 0f4, =98
12. 4,=39

13. {0+m*}F G, (P +i0,m,n)=3
14. G,(Pti0,m,n)=3
15. O'H,, (P +i0,n)=38

16. H,(P+i0) =5
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Las demostraciones de los productos multiplicativos &y & =Q
k=1..., resultan del mismo modo que la prueba de (33), usando la de-
finicién de la § (cualesquiera de las nueve definiciones) y aproximan-
do los factores por nucleos singulares distribucionales de idéntica
estructura (R, (x), R, (u), W, (u,m),G,(Pxi0, m,n),H, (P+i0,m,n)).

Las demostraciones aparecen, detallada y explicitamente, en los
libros y articulos de la bibliografia. Observo que las herramientas
fundamentales para obtener los resultados fueron las transformadas
de Fourier y de Laplace de distribuciones. Asi concluimos que:

5% =Q

&=Q k=12...;

en todos los casos en que consideremos las diversas definiciones an-
teriormente enunciadas de la 6 de Dirac.
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